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【引例】数列操作

【题目描述】
给定一个长度为 𝑛的整数序列 𝑎[1 ∶ 𝑛]，然后对此序列进行𝑚次操作，每次我们
可以进行如下操作：

1 c x val：表示将 𝑎[𝑥]增加 𝑧。
2 a l r val：表示将区间 [𝑙, 𝑟]所有数值都增加 𝑣𝑎𝑙。
3 q l r：表示查询区间 [𝑙, 𝑟]的所有数值和。

【输入格式】
第一行一个一个整数 𝑛(𝑛 ≤ 105)，表示序列的长度。
接下来一行 𝑛个整数，表示原始序列。
接下列一行一个整数𝑚(𝑚 ≤ 105)，表示操作的次数。
接下来𝑚行，每行一个操作，具体操作见题面描述。
【输出格式】
对于每个查询操作，输出一行一个整数表示查询结果。
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【引例】数列操作

【样例输入】
10
0 5 3 0 4 3 2 3 2 1
5
c 6 2
q 3 8
a 1 5 4
a 4 7 2
q 3 8

【样例输出】
17
37
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【引例】数列操作

• 用数组存储整个序列。
• 对于操作¶和·，修改对应位置元素即可。
• 对于操作¸，遍历求和即可。
• 当然区间修改可以利用差分来加快速度，但是由于修改和查询操作随机进
行，差分无法对问题进行优化。

• 每次操作的时间复杂度为 O(𝑁 )，总体时间复杂度为 O(𝑀𝑁 )。
• 当 𝑛, 𝑚过大时，这种算法效率很低。其低效的原因主要是每一次操作都是
针对每个元素进行维护的，而要求的操作都是针对区间的。

• 假如设计一种数据结构，能够直接维护所需处理的区间，那么就能更加有效
地解决这个问题，这就是线段树(区间树)。
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线段树

线段树 (区间树，Segment Tree)是一种基于分治思想的二叉树结构，用于在
区间上进行信息统计。它的具体定义如下：

1 线段树的每个结点都代表一个区间。
2 线段树具有唯一的根结点，代表的区间是整个统计范围，例如 [1, 𝑛]。
3 线段树的每个叶子结点都代表一个长度为 1的元区间 [𝑥, 𝑥]。
4 对于每个内部结点 [𝑙, 𝑟]，它的左孩子结点是 [𝑙, 𝑚]，右孩子结点是 [𝑚 + 1, 𝑟]，
其中𝑚 = ⌊ 𝑙+𝑟

2 ⌋。
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

图:区间视角
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图:二叉树视角

线段树性质：
1 树的深度不超过 ⌊log2(𝑛 − 1)⌋ + 1。
2 结点个数为 2𝑛 − 11。
3 任意一个区间 [𝑙, 𝑟]都分成不超过 2 log2(𝑟 − 𝑙 + 1)个区间。
1对于任意一棵二叉树，如果其叶子结点有 𝑛0 个，度为 2的结点有 𝑛2 个，则 𝑛0 = 𝑛2 + 1。
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存储方式

• 按照二叉树的孩子表示法进行存储。
• 每个结点需要存储区间和、左右孩子下标、区间起点终点等。
• 根据线段树的性质可知，线段树的结点数不超过区间长度的 2倍。
1 struct Node
2 {
3 int sum; // 区间和
4 int lc, rc; // 左孩子 右孩子
5 int L, R; // 区间 [L, R]
6 } f[2 * N]; // 线段树结点数不超过区间长度的 2 倍
7 int rt = 0, tot = 0; // 根结点 结点数目计数器
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• c x val：表示将 𝑎[𝑥]增加 𝑣𝑎𝑙。
• 从根结点出发，递归找到代表区间 [𝑥, 𝑥]的叶结点，然后从下向上更新 [𝑥, 𝑥]
以及它的所有祖先结点上保存的信息。

1 void update(int c, int x, int val) // c 表示当前结点
2 {
3 if(f[c].L == f[c].R) { f[c].sum += val; return; } // 叶子结点
4 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
5 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
6 if(x <= M) update(lc, x, val); // x 在左半区间
7 else update(rc, x, val); // x 在右半区间
8 f[c].sum = f[lc].sum + f[rc].sum;
9 }
10 update(rt, x, val); // 调用方法

• 时间复杂度 O(log𝑁 )。
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3 2
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3

5

84

5

8

12 11
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图:单点修改前
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图:将 𝑎[6]加 2
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• q l r：表示查询区间 [𝑙, 𝑟]的所有数值和。
• 将待查询区间分割成若干个线段树结点 (区间)：

• 若 [𝑙, 𝑟]完全覆盖了当前结点代表的区间，则立即返回，该结点的 𝑠𝑢𝑚的值即
为答案的组成部分。

• 否则，若左子结点与 [𝑙, 𝑟]有重叠部分，则递归访问左子结点。
• 若右子结点与 [𝑙, 𝑟]有重叠部分，则递归访问右子结点。

1 int query(int c, int l, int r) // c 为当前结点
2 {
3 if (l <= f[c].L && f[c].R <= r) return f[c].sum; // 区间全覆盖
4 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
5 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
6 int sum = 0;
7 if (l <= M) sum += query(lc, l, r); // 左半段区间和
8 if (M < r) sum += query(rc, l, r); // 右半段区间和
9 return sum;
10 }
11 int ans = query(rt, l, r); // 调用方法

• 时间复杂度 O(log𝑁 )。
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图:查询区间 [3, 8]
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• 初始化：利用原始序列 𝑎[1 ∶ 𝑛]建立线段树。
1 int build(int l, int r)
2 {
3 int c = ++tot;
4 f[c].L = l, f[c].R = r;
5 if(l == r) { f[c].sum = a[l]; return c; } // 叶子结点
6 int m = (l + r) / 2;
7 int lc = f[c].lc = build(l, m); // 递归建左子树
8 int rc = f[c].rc = build(m + 1, r); // 递归建右子树
9 f[c].sum = f[lc].sum + f[rc].sum; // 从下向上更新区间信息
10 return c;
11 }
12
13 rt = build(1, n); // 调用方法

• 时间复杂度 O(𝑁 )。
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区间修改

• 区间修改需要在线段树结点中增加延迟标记。
• 延迟标记的作用就是暂时标记某一结点 (区间)值修改的情况，从而无需修
改它的子孙结点的值。

• 如果需要查询或再修改带延迟标记结点 (区间)的某一部分，才将延迟标记
下传给子孙结点。

• 以区间求和为例，我们需要在结点中增加属性 𝑎𝑑𝑑用来保存区间各数值的
增量。

1 struct Node
2 {
3 int sum; // 区间和
4 int add; // 区间各数值的增量延迟标记
5 int lc, rc; // 左孩子 右孩子
6 int L, R; // 区间 [L,R]
7 } f[2 * N]; // 线段树存储空间不超过区间长度的 2 倍
8 int rt = 0, tot = 0; // 根结点 结点数目计数器
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延迟标记下传

• 如果需要查询或再修改带延迟标记结点 (区间)的某一部分，需要将延迟标
记下传给子孙结点。

1 void pushdown(int c)
2 {
3 if(f[c].add == 0) return;
4 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
5 f[lc].sum += f[c].add * (f[lc].R ‐ f[lc].L + 1); // 更新左孩子信息
6 f[rc].sum += f[c].add * (f[rc].R ‐ f[rc].L + 1); // 更新右孩子信息
7 f[lc].add += f[c].add; // 给左孩子打延迟标记
8 f[rc].add += f[c].add; // 给右孩子打延迟标记
9 f[c].add = 0; // 延迟标记已下传 清除之
10 }
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• a l r val：表示将区间 [𝑙, 𝑟]所有数值都增加 𝑣𝑎𝑙。
• 如果修改区间完全覆盖某一结点区间，只对该区间进行标记即可。
1 void update(int c, int l, int r, int val) // c 为当前结点
2 {
3 if(l <= f[c].L && f[c].R <= r) // 区间完全覆盖
4 {
5 f[c].sum += val * (f[c].R ‐ f[c].L + 1); // 更新节点和信息到最新
6 f[c].add += val; // 给结点打延迟标记
7 return;
8 }
9 pushdown(c); // 修改区间和结点区间部分重合，需要下传标记
10 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
11 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
12 if(l <= M) update(lc, l, r, val);
13 if(M < r) update(rc, l, r, val);
14 f[c].sum = f[lc].sum + f[rc].sum; // 从下向上更新信息
15 }

• 时间复杂度 O(log𝑁 )。
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图:将区间 [1, 5]的元素增加 4
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图:将区间 [4, 7]的元素增加 2
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带延迟标记的区间查询

• q l r：表示查询区间 [𝑙, 𝑟]的所有数值和。
• 此时查询区间可能信息未更新，因为它的祖先结点有延迟标记。
1 int query(int c, int l, int r) // c 为当前结点
2 {
3 if(l <= f[c].L && f[c].R <= r) return f[c].sum; // 区间全覆盖
4 pushdown(c); // 查询区间和结点区间部分重合，需要下传标记
5 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
6 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
7 int sum = 0;
8 if(l <= M) sum += query(lc, l, r); // 左半段区间和
9 if(M < r) sum += query(rc, l, r); // 右半段区间和
10 return sum;
11 }
12 int ans = query(rt, l, r); // 调用方法

• 时间复杂度 O(log𝑁 )。
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带延迟标记的单点修改

• c x val：表示将 𝑎[𝑥]增加 𝑣𝑎𝑙。
• 单点修改会影响从根结点到叶子结点 [𝑥, 𝑥]中间的所有结点区间，这些区间
需要下传标记。

1 void update(int c, int x, int val) // c 表示当前结点
2 {
3 if(f[c].L == f[c].R) { f[c].sum += val; return; } // 叶子结点
4 pushdown(c); // 单点会影响所有经过的区间，需要下传标记
5 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
6 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
7 if(x <= M) update(lc, x, val); // x 在左半区间
8 else update(rc, x, val); // x 在右半区间
9 f[c].sum = f[lc].sum + f[rc].sum;
10 }

• 单点修改可以看作是对区间 [𝑥, 𝑥]的修改，可以不实现。
• 时间复杂度 O(log𝑁 )。
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• 线段树是一种比较通用的处理区间修改、区间查询的数据结构。
• 使用线段树时要求结点中存储的信息能按照区间进行划分与合并(又称满
足区间可加性)。

• 相比于树状数组，线段树理解较简单，但实现较复杂；而树状数组理解困
难，但实现简单。

• 一般能用树状数组解决的问题也能用线段树解决，反之则不然。
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• 数列操作 A【SYOI】(COGS 264)
• 数列操作 B【SYOI】(COGS 1316)
• 数列操作 C【SYOI】(COGS 1317)
• 售票系统 (COGS 247)
• Balanced Lineup(COGS 3704)
• 快速矩阵操作 (COGS 3962)
• 数据结构难题 (HDU 4902)
• 数列操作 D(COGS 2632)
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• 通过观察可以发现，除去线段树的最后一层，整棵树是一棵完全二叉树，故
而可以用类似二叉堆的方式存储。

• 根据二叉堆的性质，父子结点位置可以相互推导，因此结点中不需要存储左
右孩子位置。

• 在堆的存储模式下，最底层有大量空余，所以线段树结点空间不小于区间长
度的 4倍。

1 struct Node
2 {
3 int sum; // 区间和
4 int add; // 区间各数值的增量延迟标记
5 int L, R; // 区间 [L,R]
6 } f[4 * N]; // 线段树结点数不小于区间长度的 4 倍
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基于堆结构的实现

• 建树
1 // 建树 根结点一定为 1
2 void build(int c, int l, int r)
3 {
4 f[c].L = l, f[c].R = r;
5 if(l == r) { f[c].sum = a[l]; return; } // 叶子结点
6 int m = (l + r) / 2;
7 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
8 build(lc, l, m);
9 build(rc, m + 1, r);
10 f[c].sum = f[lc].sum + f[rc].sum; // 从下向上更新区间信息
11 }
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• 标记下传
1 void pushdown(int c)
2 {
3 if(f[c].add == 0) return;
4 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
5 f[lc].sum += f[c].add * (f[lc].R ‐ f[lc].L + 1); // 更新左孩子信息
6 f[rc].sum += f[c].add * (f[rc].R ‐ f[rc].L + 1); // 更新右孩子信息
7 f[lc].add += f[c].add; // 给左孩子打延迟标记
8 f[rc].add += f[c].add; // 给右孩子打延迟标记
9 f[c].add = 0; // 延迟标记已下传 清除之
10 }
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• 区间修改
1 void update(int c, int l, int r, int val) // c 为当前结点
2 {
3 if (l <= f[c].L && f[c].R <= r) // 区间完全覆盖
4 {
5 f[c].sum += val * (f[c].R ‐ f[c].L + 1); // 更新节点和信息到最新
6 f[c].add += val; // 给结点打延迟标记
7 return;
8 }
9 pushdown(c); // 修改区间和结点区间部分重合，需要下传标记
10 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
11 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
12 if (l <= M) update(lc, l, r, val);
13 if (M < r) update(rc, l, r, val);
14 f[c].sum = f[lc].sum + f[rc].sum; // 从下向上更新信息
15 }
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• 区间查询
1 int query(int c, int l, int r) // c 为当前结点
2 {
3 if (l <= f[c].L && f[c].R <= r) return f[c].sum; // 区间全覆盖
4 pushdown(c); // 查询区间和结点区间部分重合，需要下传标记
5 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间分界点
6 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
7 int sum = 0;
8 if (l <= M) sum += query(lc, l, r); // 左半段区间和
9 if (M < r) sum += query(rc, l, r); // 右半段区间和
10 return sum;
11 }
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• 通过观察可以发现，线段树结点所代表的区间也是不变的，因此可以不在结
点中存储区间边界，只需要在处理时将区间边界作为函数参数即可。

1 struct Node
2 {
3 int sum; // 区间和
4 int add; // 区间各数值的增量延迟标记
5 } f[4 * N];
6 // 也可以将结构体的数据分开存储
7 int sum[4 * N], add[4 * N]; // 线段树结点数不小于区间长度的 4 倍
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• 建树
1 // 建树 根结点一定为 1
2 void build(int c, int L, int R)
3 {
4 if(L == R) { sum[c] = a[L]; return; } // 叶子结点
5 int M = (L + R) / 2;
6 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
7 build(lc, L, M);
8 build(rc, M + 1, R);
9 sum[c] = sum[lc] + sum[rc]; // 从下向上更新区间信息
10 }
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• 标记下传
1 void pushdown(int c, int L, int R)
2 {
3 if(add[c] == 0) return;
4 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
5 int M = (L + R) / 2; // 区间分界点
6 sum[lc] += add[c] * (M ‐ L + 1); // 更新左孩子信息
7 sum[rc] += add[c] * (R ‐ M); // 更新右孩子信息
8 add[lc] += add[c]; // 给左孩子打延迟标记
9 add[rc] += add[c]; // 给右孩子打延迟标记
10 add[c] = 0; // 延迟标记已下传 清除之
11 }
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• 区间修改
1 void update(int c, int L, int R, int l, int r, int val) // c 为当前结点
2 {
3 if(l <= L && R <= r) // 区间完全覆盖
4 {
5 sum[c] += val * (R ‐ L + 1); // 更新节点和信息到最新
6 add[c] += val; // 给结点打延迟标记
7 return;
8 }
9 pushdown(c, L, R); // 修改区间和结点区间部分重合，需要下传标记
10 int M = (L + R) / 2; // 区间分界点
11 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
12 if(l <= M) update(lc, L, M, l, r, val);
13 if(M < r) update(rc, M + 1, R, l, r, val);
14 sum[c] = sum[lc] + sum[rc]; // 从下向上更新区间信息
15 }

33 / 39



线段树

河南省实验中
学信息技术组

概念

实现

存储

单点修改

区间查询

初始化

区间修改

小结

练习

附录

基于堆结构的实现

不存储区间

动态开点

线段树合并

不存储区间

• 区间查询
1 int query(int c, int L, int R, int l, int r) // c 为当前结点
2 {
3 if(l <= L && R <= r) return sum[c]; // 区间全覆盖
4 pushdown(c, L, R); // 查询区间和结点区间部分重合，需要下传标记
5 int M = (L + R) / 2; // 区间分界点
6 int lc = c * 2, rc = c * 2 + 1; // 左右孩子
7 int sum = 0;
8 if(l <= M) sum += query(lc, L, M, l, r); // 左半段区间和
9 if(M < r) sum += query(rc, M + 1, R, l, r); // 右半段区间和
10 return sum;
11 }
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• 在线段树的普通二叉树的实现中，可以在最初值建立一个根结点代表整个
区间，当需要访问线段树的某棵子树 (子区间)时，再建立代表这个子区间
的结点。

• 根据线段树定义可知，线段树最多有 2𝑛 − 1个结点。
1 struct Node
2 {
3 int sum; // 区间和
4 int add; // 区间各数值的增量延迟标记
5 int lc, rc; // 左孩子 右孩子
6 int L, R; // 区间 [L, R]
7 } f[2 * N]; // 线段树结点数不超过区间长度的 2 倍
8 int rt = 0, tot = 0; // 根结点 结点数目计数器
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• 建树
1 int build(int l, int r)
2 {
3 int c = ++tot;
4 f[c].L = l, f[c].R = r;
5 f[c].sum = s[r] ‐ s[l ‐ 1];
6 f[c].add = f[c].lc = f[c].rc = 0;
7 return c;
8 }
9
10 // 建树
11 rt = build(1, n);
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• 标记下传
• 在区间修改和查询时需要提前进行标记下传，可以在标记下传时动态开点，
其他部分不需要作修改。

1 void pushdown(int c)
2 {
3 if(f[c].add == 0) return;
4 int lc = f[c].lc, rc = f[c].rc; // 左右孩子
5 int M = (f[c].L + f[c].R) / 2; // 区间中点
6 if(!lc) f[c].lc = lc = build(f[c].L, M); // 左孩子动态开点
7 if(!rc) f[c].rc = rc = build(M + 1, f[c].R); // 右孩子动态开点
8 f[lc].sum += f[c].add * (f[lc].R ‐ f[lc].L + 1); // 更新左孩子信息
9 f[rc].sum += f[c].add * (f[rc].R ‐ f[rc].L + 1); // 更新右孩子信息
10 f[lc].add += f[c].add; // 给左孩子打延迟标记
11 f[rc].add += f[c].add; // 给右孩子打延迟标记
12 f[c].add = 0; // 延迟标记已下传 清除之
13 }
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• 对于若干棵线段树，它们维护相同的区间，不同的操作在不同的线段树上进
行，那么最终结果可以通过合并这些线段树得到。

• 对于这些线段树，我们可以依次合并它们，对于两棵以 𝑝, 𝑞为根的线段树：
• 若 𝑝, 𝑞之一为空，则以非空的那个作为合并后的结点。
• 若已经到达叶子结点，则直接把两个结点的 𝑠𝑢𝑚值相加即可。
• 若 𝑝, 𝑞均不为空，则递归合并两棵子树和两棵右子树，然后删除结点 𝑞，以 𝑝
为合并后的结点。
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1 int merge(int p, int q)
2 {
3 if(!p) return q;
4 if(!q) return p;
5 if(f[p].L == f[p].L)
6 {
7 f[p].sum += f[q].sum;
8 return p;
9 }
10 f[p].lc = merge(f[p].lc, f[q].lc);
11 f[p].rc = merge(f[p].rc, f[q].rc);
12 f[p].sum = f[f[p].lc].sum + f[f[q].rc].sum;
13 f[p].add = f[f[p].lc].add + f[f[q].rc].add;
14 return p;
15 }
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