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• 树形动态规划是在树上进行递推的动态规划模型，因为树上无环，所以树上
动态规划易满足无后效性原则。

• 在树上设计动态规划算法时，一般从叶子结点到根结点的顺序进行递推，即
按照结点深度最为动态规划的阶段。

• 在状态设计过程中，第一维通常是结点编号，状态存储的一般是以该结点为
根的子树的相关值。

• 在动态规划的实现时，通常采用递归的方式。对于每个结点 𝑥，先在它的每
个子结点上进行递归，在回溯时，实现从子结点到结点 𝑥的状态转移。

• 树形动态规划的时间复杂度一般为 O(𝑁×每个结点递推平均复杂度)，𝑁 为
树的结点个数。
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• 例如，求解树的深度。
• 定义 𝑓(𝑥)表示以 𝑥为根的子树的高度。
• 初始状态：𝑓(𝑥) = 0，𝑥为叶子结点。
• 状态转移方程：

𝑓(𝑥) = max
𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)

{𝑓(𝑦)}

1 void dp(int x)
2 {
3 f[x] = 0;
4 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
5 {
6 int y = ver[i];
7 dp(y);
8 f[x] = max(f[x], f[y]);
9 }
10 }
11 // 求以 1 为根的树的高度
12 dp(1);
13 cout << f[1] << endl;
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【例】没有上司的舞会

某大学有 𝑛个职员，编号为 1 ∼ 𝑛。他们之间有从属关系，也就是说他们的
关系就像一棵以校长为根的树，父结点就是子结点的直接上司。现在有个周年庆
宴会，宴会每邀请来一个职员都会增加一定的快乐指数 ℎ𝑥，但是没有职员愿意
直接和上司一起参会。主办方希望邀请一部分职员参会，使得所有参会职员的快
乐指数总和最大，求这个最大值。
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【例】没有上司的舞会

【输入格式】
第一行一个整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 6000)，表示职员数。
接下来一行 𝑛个整数，表示职员的快乐指数 (−128 ≤ ℎ𝑖 ≤ 127)。
接下俩 𝑛 − 1行，每行两个整数 𝑥, 𝑦，表示 𝑥是 𝑦的上司。
【输出格式】
一行一个整数，表示最大的快乐指数。
【样例输入】

7
1 1 1 1 1 1 1
1 3
2 3
6 4
7 4
4 5
3 5

【样例输出】
5
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【例】没有上司的舞会

• 状态：因为每个职员都有参加或不参加的可能，所以
• 定义 𝑓(𝑥, 0)表示从以 𝑥为根的子树中邀请一部分职员参加，并且 𝑥不参加舞
会时，快乐指数的总和的最大值。

• 定义 𝑓(𝑥, 1)表示从以 𝑥为根的子树中邀请一部分职员参加，并且 𝑥参加舞会
时，快乐指数的总和的最大值。

• 状态转移方程：
• 如果 𝑥不参与舞会，则 𝑥的直接下属可以参加也可以不参加，故

𝑓(𝑥, 0) = ∑
𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)

max{𝑓(𝑦, 0), 𝑓(𝑦, 1)}

• 如果 𝑥参与舞会，则 𝑥的直接下属必然不会参加，故

𝑓(𝑥, 1) = ℎ𝑥 + ∑
𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)

𝑓(𝑦, 0)
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【例】没有上司的舞会

• 初始状态：𝑓(𝑥, 0) = 0, 𝑓(𝑥, 1) = ℎ𝑥。
• 目标状态：max{𝑓(1, 0), 𝑓(1, 1)}，1号结点为根结点。
• 时间复杂度：O(𝑁 )。
1 void dp(int x)
2 {
3 f[x][0] = 0;
4 f[x][1] = h[x];
5 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
6 {
7 int y = ver[i];
8 dp(y);
9 // 上司不参加，职员可以选择参加或不参加
10 f[x][0] += max(f[y][0], f[y][1]);
11 // 上次参加，职员只能不参加
12 f[x][1] += f[y][0];
13 }
14 }
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【例】完美的服务

网络由 𝑛台计算机组成，这些计算机通过 𝑛 − 1个通信链路连接，使得任意
两台计算机都可以通过唯一的路由进行通信。若两台计算机之间有通信链路，则
称它们相邻。计算机的邻居是与其相邻的一组计算机。
现在需要选择一些计算机作为服务器，服务器可以为其所有邻居都提供服

务。若每台客户机 (非服务器)都只由一台服务器提供服务，则网络中的一组服
务器就形成了完美服务，形成完美服务的最小服务器数叫作完美服务数。现在请
你求出这个完美服务数。
【输入格式】
第一行一个正整数 𝑛(𝑛 ≤ 104)，表示计算机数，计算机编号为 1 ∼ 𝑛。
接下来 𝑛 − 1行，每行两个整数 𝑥, 𝑦，表示计算机 𝑥和 𝑦之间有通信链路。
【输出格式】
一行一个整数，表示完美服务数。
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【例】完美的服务

【样例输入】
6
1 3
2 3
3 4
4 5
4 6

【样例输出】
2

【样例解释】
如果选择 3, 5，则无法服务 6；如果选择 3, 4，可以服务所有计算机，这也是最少
的服务器。

1

2

3 4

5

6

1

2

3 4

5

6
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【例】完美的服务

• 一台客户机只可以连接一台服务器，那么对于每一台计算机 𝑥，有 3种情况：

1 如果 𝑥是服务器，那么其子结点可以是服务器，也可以不是服务器。
2 如果 𝑥是客户机，𝑥的父结点是服务器，那么其所有子结点都不是服务器。
3 如果 𝑥是客户机，𝑥的父结点也是客户机，那么 𝑥的子结点恰好有一个是服务
器。

• 定义 𝑓(𝑥, 0)表示情况¶的最小服务器数；定义 𝑓(𝑥, 1)表示情况·的最小服
务器数；定义 𝑓(𝑥, 2)表示情况¸的最小服务器数。

• 对于情况¶，其子结点可以是也可以不是服务器，那么取最小值之加 1即可：
𝑓(𝑥, 0) = ∑

𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)
min{𝑓(𝑦, 0), 𝑓(𝑦, 1)} + 1

• 对于情况·，其子结点都不是服务器，那么有：

𝑓(𝑥, 1) = ∑
𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)

𝑓(𝑦, 2)
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【例】完美的服务

• 对于情况¸，其子结点中有一台服务器，其他都不是服务器，那么枚举其第
𝑖个孩子 𝑦𝑖为服务器，有：

𝑓(𝑥, 2) = min
𝑦𝑖∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)

𝑓(𝑦1, 2)+𝑓(𝑦2, 2)+⋯+𝑓(𝑦𝑖, 0)+⋯+𝑓(𝑦𝑘, 2), 𝑘 = |𝑆𝑜𝑛(𝑥)|

计算该值的时间复杂度为 O(𝐾2)。
• 实际上，𝑓(𝑥, 1) = ∑

𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)
𝑓(𝑦, 2)表示所有子结点都不是服务器的情况，那

么如果某一个子结点 𝑦是服务器，那么只需要将 𝑓(𝑦, 2)替换为 𝑓(𝑦, 0)即可，
也就是 𝑓(𝑥, 2) = min

𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)
{𝑓(𝑥, 1) − 𝑓(𝑦, 2) + 𝑓(𝑦, 0)}

• 目标状态：min{𝑓(1, 0), 𝑓(1, 2)}。
• 算法的时间复杂度为：O(𝑁 )。

11 / 45



树形动态规划

河南省实验中
学信息技术组

树形 DP

例题

没有上司的舞会

完美的服务

选课

苹果树

富集程度

计算机

小结

练习

【例】完美的服务

1 void dp(int x, int fa)
2 {
3 f[x][0] = 1, f[x][1] = 0, f[x][2] = N;
4 if(e[x].size() == 1 && fa) return; // 叶子
5 for(int i = 0; i < e[x].size(); ++i)
6 {
7 int y = e[x][i];
8 if(y == fa) continue;
9 dp(y, x);
10 f[x][0] += min(f[y][0], f[y][1]);
11 f[x][1] += f[y][2];
12 }
13 for(int i = 0; i < e[x].size(); ++i)
14 {
15 int y = e[x][i];
16 if(y == fa) continue;
17 f[x][2] = min(f[x][2], f[x][1] ‐ f[y][2] + f[y][0]);
18 }
19 }
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【例】选课

学校开设了 𝑛门选修课程，每个学生最多能选择𝑚门课程。在选修课程中，
有些课程可以直接选修，有些课程则需要修先修课程。已知，每门课的直接先修
课程最多只有一门，但是两门课可能存在相同的先修课程。
你的任务是为自己确定一个选课方案，使得你能得到的学分最多。例如，在

最多选择 4门课程的情况下，选择课程 2, 3, 6, 7，能获得最多学分为 13。

课程 先修课程 学分
1 2 2
2 无 1
3 无 4
4 2 1
5 7 1
6 7 6
7 2 2

2

1

3

65

4 7

1

2
1

4

2

1 6
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【例】选课

【输入格式】
第一行两个整数𝑚,𝑛(1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 ≤ 500)，分别表示课程总数和学生最多可以选
的课程总数。
接下来𝑚行，第 𝑖有两个数 𝑥, 𝑠，表示课程 𝑖的先修课程为 𝑥(若不存在先修课
程，则 𝑥 = 0)，学分为 𝑠。
【输出格式】
第一行一个一个整数，表示所选课程的学分总数。
接下来一行 𝑛个整数，表示学生选课的课程编号 (从小到大)。
【样例输入】

7 4
2 2
0 1
0 4
2 1
7 1
7 6
2 2

【样例输出】
13
2 3 6 7
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【例】选课

• 每门课的先修课最多只有一门，所以这𝑚门课程构成了森林结构。为了方
便，我们建立一个虚拟根结点——0号结点 (学分为 0)，作为“实际上没有
先修课程的课程”的先修课，注意此时共需要选 𝑛 = 𝑛 + 1节课。

• 状态：定义 𝑓(𝑥, 𝑡)表示在以 𝑥为根的子树中选 𝑡门课程能够获得的最高学
分。

• 初始状态：𝑓(𝑥, 0) = 0(0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛)，显然选择 0门课程的最高学分为 0。
• 目标状态：𝑓(0, 𝑛)。

2

1

3

65

4

0

7

1

2
1

4

2

1 6

0
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【例】选课

• 状态转移方程：修完 𝑥这门课后，对于 𝑥的每个子结点 𝑦𝑖 ∈ 𝑆𝑜𝑛(𝑥)，我们
可以在以 𝑦𝑖为根的子树中选修若干门课 (记为 𝑐𝑖)，在满足∑𝑐𝑖 = 𝑡 − 1的
基础上获得尽量多的学分，即

𝑓(𝑥, 𝑡) = max
∑𝑐𝑖=𝑡−1

{
𝑝

∑
𝑖=1

𝑓(𝑦𝑖, 𝑐𝑖)} + 𝑠[𝑥], 𝑝 = |𝑆𝑜𝑛(𝑥)|

x
以 为根的树选 门课

选 门
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【例】选课

• 该方程实际上是一个分组背包模型。共有 𝑝 = |𝑆𝑜𝑛(𝑥)|组物品，每组物品有
𝑡 − 1个，其中第 𝑖组的第 𝑗个物品的体积 (课程总数)为 𝑗，价值为 𝑓(𝑦𝑖, 𝑗)，
背包的总体积为 𝑡 − 1。

x
以 为根的树选 门课

选 门

• 我们需要从每组物品中选择不超过 1个物品 (每个子结点 𝑦𝑖最多只能选一个
状态转移到 𝑥)，使得物品体积不超过 𝑡 − 1的前提下 (在修完 𝑥后，还能选
修 𝑡 − 1门课)，物品的价值总和最大 (获得最多学分)。
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【例】选课

• 为了方便实现，定义状态 𝑓(𝑥, 𝑖, 𝑡)表示在以 𝑥为根的前 𝑖棵子树中选 𝑡门课
能够获得的最高学分。

• 每棵子树的最终状态为 𝑓(𝑥, 𝑒[𝑥].𝑠𝑖𝑧𝑒(), 0 ∼ 𝑛)，即所有组 (子树)都处理完
后的状态。

1 void dp(int x)
2 {
3 // 根结点必选，相当于第 0 组物品必选
4 f[x][0][0] = 0;
5 for(int i = 1; i <= n; ++i) f[x][0][i] = s[x];
6 // 背包容量为 𝑡 − 1，共有 𝑡𝑟𝑒𝑒[𝑥].𝑠𝑖𝑧𝑒() 组物品，每组物品有 𝑡 − 1 个
7 // 第 𝑖 组的第 𝑗 个物品的体积为 𝑗 价值为 𝑓(𝑦𝑖, 𝑒[𝑦𝑖].𝑠𝑖𝑧𝑒(), 𝑗)
8 for(int i = 1; i <= e[x].size(); ++i) // 枚举组
9 {
10 int y = e[x][i ‐ 1], sz = e[y].size();
11 dp(y);
12 for(int t = 0; t <= n; ++t) // 背包容量
13 for(int j = 0; j <= t ‐ 1; ++j) // 枚举组内物品 𝑗 = 0 表示不选该组物品
14 f[x][i][t] = max(f[x][i][t], f[x][i ‐ 1][t ‐ j] + f[y][sz][j]);
15 }
16 }
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【例】选课

• 对于每棵子树，第 𝑖个阶段的状态只与第 𝑖 − 1个阶段有关，可以降维处理。
• 此时，需要注意需要逆序枚举背包容量。
1 void dp(int x)
2 {
3 // 根结点必选，相当于第 0 组物品必选
4 f[x][0] = 0;
5 for(int i = 1; i <= n; ++i) f[x][i] = s[x];
6 // 背包容量为 𝑡 − 1，共有 𝑒[𝑥].𝑠𝑖𝑧𝑒() 组物品，每组物品有 𝑡 − 1 个
7 // 第 𝑖 组的第 𝑗 个物品的体积为 𝑗 价值为 𝑓(𝑦𝑖, 𝑗)
8 for(int i = 1; i <= e[x].size(); ++i) // 枚举组
9 {
10 int y = e[x][i ‐ 1];
11 dp(y);
12 for(int t = n; t >= 0; ‐‐t) // 枚举背包容量
13 for(int j = 0; j <= t ‐ 1; ++j) // 枚举组内物品 𝑗 = 0 表示不选该组物品
14 f[x][t] = max(f[x][t], f[x][t ‐ j] + f[y][j]);
15 }
16 }
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【例】选课

• 小优化：在以 𝑦为根的子树中选择 𝑗个结点，那么 𝑗必然小于等于 𝑦的子树
大小。

1 void dp(int x)
2 {
3 // 根结点必选，相当于第 0 组物品必选
4 f[x][0] = 0;
5 for(int i = 1; i <= n; ++i) f[x][i] = score[x];
6 // 背包容量为 𝑡 − 1，共有 𝑒[𝑥].𝑠𝑖𝑧𝑒() 组物品，每组物品有 𝑡 − 1 个
7 // 第 𝑖 组的第 𝑗 个物品的体积为 𝑗 价值为 𝑓(𝑦𝑖, 𝑗)
8 for(int i = 1; i <= e[x].size(); ++i) // 枚举组
9 {
10 int y = e[x][i ‐ 1];
11 dp(y);
12 for(int t = n; t >= 0; ‐‐t) // 枚举背包容量
13 for(int j = 0; j <= t ‐ 1 && j <= d[y]; ++j) // 枚举组内物品
14 f[x][t] = max(f[x][t], f[x][t ‐ j] + f[y][j]);
15 }
16 }
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【例】苹果树

有一棵虚拟的苹果树，树有 𝑛个结点，每个结点上有若干个苹果。从结点 1
出发，可以吃掉到达的所有结点上的所有苹果。当从一个结点转移到另一个结点
时，需要走 1步。请你计算走 𝑘步最多吃多少个苹果。
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【例】苹果树

【输入格式】
输入包含多组测试用例。
对于每组测试用例，第一行包含两个整数 𝑛, 𝑘(1 ≤ 𝑛 ≤ 100, 0 ≤ 𝑘 ≤ 200)。
接下来一行 𝑛个整数，表示每个结点上的苹果数 (≤ 1000)。
接下来 𝑛 − 1行，每行两个整数 𝑥, 𝑦，表示结点 𝑥和 𝑦是相邻的。
【输出格式】
对于组测试用例，输出一行一个整数，表示问题的答案。
【样例输入】

2 1
0 11
1 2
3 2
0 1 2
1 2
1 3

【样例输出】
11
2
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【例】苹果树

• 定义 𝑓(𝑥, 𝑖)表示从 𝑥出发在以 𝑥为根的树中走 𝑖步能吃到的最多的苹果。
x

在 为根的树走 步

走不超过

• 显然也是一个类似与树形依赖的背包问题，每个子树也构成了分组背包。
• 但是从 𝑥出发如果到 𝑦，然后不回来，那么需要额外消耗 𝑥 → 𝑦的 1步；如
果回到 𝑥，那么需要额外消耗 𝑥 → 𝑦和 𝑦 → 𝑥的 2步。
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【例】苹果树

• 定义 𝑓(𝑥, 𝑖, 1), 𝑓(𝑥, 𝑖, 0)分别表示从 𝑥出发，在 𝑥为根的子树中走 𝑖步，回
到/不回到 𝑥，能吃到的最多的苹果数。

• 目标状态：max{𝑓(1, 𝑘, 0), 𝑓(1, 𝑘, 1)}。
• 如果从 𝑥出发，到其中一棵子树吃苹果，然后回到 𝑥，再到另一棵子树吃苹
果，总步数为 𝑖。这个过程分为：

• 从 𝑥到 𝑦，遍历以 𝑦为根的子树，从 𝑦回到 𝑥，去除从 𝑥 → 𝑦和 𝑦 → 𝑥的 2
步，再以 𝑣为根的子树中走了 𝑗 − 2步；

• 用剩余的 𝑖 − 𝑗步，从 𝑥出发，遍历其他的子树，再回到 𝑥。
状态转移方程为：

𝑓(𝑥, 𝑖, 1) = max{𝑓(𝑦, 𝑗 − 2, 1) + 𝑓(𝑥, 𝑖 − 𝑗, 1)}
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【例】苹果树

• 如果从 𝑥出发，不回到 𝑥，那么会停在哪里呢？也需要分两种情况讨论。
• 从 𝑥出发，最后停在以 𝑦为根的子树中。那么分为两步：

• 从结点 𝑥遍历其余子树，回到 𝑥；
• 从结点 𝑥遍历到子树 𝑦，走 𝑗步，最终停在 𝑦的子树上1。

状态转移方程为：

𝑓(𝑥, 𝑖, 0) = max{𝑓(𝑥, 𝑖 − 𝑗, 1) + 𝑓(𝑦, 𝑗 − 1, 0)}
• 从 𝑥出发，最后停在其他子树中。那么分为两步：

• 从结点 𝑥遍历到子树 𝑦，走 𝑗步，回到 𝑥；
• 从结点 𝑥遍历其余子树，走 𝑖 − 𝑗步，停在 𝑥的其他子树上。

状态转移方程为：

𝑓(𝑥, 𝑖, 0) = max{𝑓(𝑦, 𝑗 − 2, 1) + 𝑓(𝑥, 𝑖 − 𝑗, 0)}

1最终就算回到 𝑦对答案也没有任何贡献。
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【例】苹果树

1 void dp(int x, int fa)
2 {
3 for(int i = 0; i <= k; ++i) f[x][i][0] = f[x][i][1] = a[x];
4 for(int z = head[x]; z; z = nxt[z])
5 {
6 int y = ver[z];
7 if(y == fa) continue;
8 dp(y, x);
9 for(int i = k; i >= 1; ‐‐i)
10 for(int j = 1; j <= i; ++j)
11 {
12 // x‐> 其他‐>x‐>y
13 f[x][i][0] = max(f[x][i][0], f[x][i ‐ j][1] + f[y][j ‐ 1][0]);
14 if(j >= 2)
15 {
16 // x‐>y‐>x‐> 其他
17 f[x][i][0] = max(f[x][i][0], f[y][j ‐ 2][1] + f[x][i ‐ j][0]);
18 // x‐>y‐>x‐> 其他‐>x
19 f[x][i][1] = max(f[x][i][1], f[y][j ‐ 2][1] + f[x][i ‐ j][1]);
20 }
21 }
22 }
23 }
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【例】富集程度

有一个树形的水系，由 𝑛 − 1条河道和 𝑛个交叉点组成。我们可以把交叉点
看作树中的结点，编号为 1 ∼ 𝑛，河道则看作树中的无向边。
每条河道都有一个容量，连接 𝑥与 𝑦的河道的容量记为 𝑐(𝑥, 𝑦)。河道中单

位时间流过的水量不能超过河道的容量。
有一个结点是整个水系的发源地，可以源源不断地流出水，我们称之为源

点。除了源点之外，树中所有度数为 1的结点都是入海口，可以吸收无限多的
水，我们称之为汇点。也就是说，水系中的水从源点出发，沿着每条河道，最终
流向各个汇点。
在整个水系稳定时，每条河道中的水都以单位时间固定的水量流向固定的

方向。除源点和汇点之外，其余各点不贮存水，也就是流入该点的河道水量之和
等于从该点流出的河道水量之和。整个水系的流量就定义为源点单位时间发出
的水量。
在流量不超过河道容量的前提下，求哪个点作为源点时，整个水系的流量最

大，输出这个最大值。
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【例】富集程度

【输入格式】
第一行包含一个整数 𝑇，表示有 𝑇 组数据。
对于每组数据，第一行一个整数 𝑛(𝑛 ≤ 2 × 105)。
接下来 𝑛 − 1行，每行三个整数 𝑥, 𝑦, 𝑧，表示 𝑥, 𝑦之间存在一条容量为 𝑧的河道。
【输出格式】
对于每组数据，输入一个整数表示答案。
【样例输入】

1
5
1 2 11
1 4 13
3 4 5
4 5 10

【样例输出】
26
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【例】富集程度

• 选择 1号点作为源点，流量为 11 + 13 = 24。
• 选择 2号点作为源点，流量为 11。
• 选择 3号点作为源点，流量为 5。
• 选择 4号点作为源点，流量为 11 + 5 + 10 = 26。
• 选择 5号点作为源点，流量为 10。

2
1

3

5

4

11 13 5

10
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【例】富集程度

• 从 1 ∼ 𝑛枚举源点 𝑠，然后计算水系流量。把源点作为树根，整个水系就变
成了一棵有根树，每条河道的方向也就确定了。

• 以树根为源点时，每个结点都只会从父结点获得水源，并流向它的子结点，
每个结点的“流域”就是以该点为根的子树。

• 状态：定义 𝑓(𝑥)表示在 𝑥为根的子树中，把 𝑥作为源点，从 𝑥出发流向子
树的流量最大是多少。

• 初始状态：𝑓(𝑖) = 0，其中 𝑖为汇点。
• 目标状态：𝑓(𝑠)，即根结点 𝑠出发流向树的流量的最大值。
• 状态转移方程：每个结点 (度不为 1)到子结点的流量由子结点为根的树的最
大流量和边权的最小值决定

𝑓(𝑥) = ∑
𝑦∈𝑆𝑜𝑛(𝑥)

{min{𝑓(𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦)} 𝑦的度 > 1
𝑐(𝑥, 𝑦), 𝑦的度 = 1
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【例】富集程度

1 // 以 𝑥 为根的子树的最大流量
2 void dp(int x, int fa)
3 {
4 f[x] = 0;
5 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
6 {
7 int y = ver[i];
8 if(y == fa) continue; // 不是父结点
9 dp(y, x);
10 if(deg[y] == 1) f[x] += w[i];
11 else f[x] += min(f[y], w[i]);
12 }
13 }
14
15 int ans = 0;
16 for(int i = 1; i <= n; ++i)
17 {
18 dp(i, 0);
19 ans = max(ans, f[i]);
20 }
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【例】富集程度

• 对于枚举的每个源点 𝑠，可以利用上面的算法在 O(𝑁 )的时间内求出以 𝑠为
根的树的流量，所以总的时间复杂度为 O(𝑁2)。

• 我们用“二次扫描与换根法”代替逐一枚举源点，可以在 O(𝑁 )的时间复杂
度解决问题。

• 首先，任选一个顶点作为根结点 (例如 1号结点)，利用上页的算法求出对应
的 𝑓 数组。

• 设 𝑑(𝑥)表示把 𝑥作为源点，流向整个水系，流量最大是多少，显然有
𝑑(1) = 𝑓(1)。

• 假设 𝑑(𝑥)已被正确求出，考虑它的子结点 𝑦，如何计算 𝑑(𝑦)？
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【例】富集程度

• 假设 𝑑(𝑥)已被正确求出，考虑它的子结点 𝑦，如何计算 𝑑(𝑦)？明显，𝑑(𝑦)
包含两个部分：

• 从 𝑦流向以 𝑦为根的子树的流量，这部分保存在 𝑓(𝑦)中。
• 从 𝑦沿着到父结点 𝑥的河道，进而流向水系中其他部分的流量。

问题是如何求结点 𝑦沿着到父结点 𝑥的的流量，如下图

x

y

？

图: ? = min{𝑑(𝑥) −min{𝑓(𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦)}, 𝑐(𝑥, 𝑦)}
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【例】富集程度

• 注意：如果 𝑦是叶子结点，从 𝑦流向以 𝑦为根的子树的流量 𝑓(𝑦) = 0，那么
从 𝑦沿着到父结点 𝑥的河道，进而流向水系中其他部分的流量就是
min{𝑑(𝑥) − 𝑐(𝑥, 𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦)}，也就是以 𝑦为源点的流量 𝑑(𝑦)。

x

y

？

图: 𝑑(𝑦) = ? = min{𝑑(𝑥) − 𝑐(𝑥, 𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦)}
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【例】富集程度

• 假设 𝑑(𝑥)已被正确求出，考虑它的子结点 𝑦，有

𝑑(𝑦) = {𝑓(𝑦) +min{𝑑(𝑥) −min{𝑓(𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦)}, 𝑐(𝑥, 𝑦)} 𝑦的度数 > 1
min{𝑑(𝑥) − 𝑐(𝑥, 𝑦), 𝑐(𝑥, 𝑦)} 𝑦的度数 = 1

• 与第一步自底向上递推不同，这一步是自顶向下递推。
• 第一步和第二步递推的时间复杂度均为 O(𝑁 )，故而总体的时间复杂度为
O(𝑁 )。
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【例】富集程度

1 void dfs(int x, int fa)
2 {
3 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
4 {
5 int y = ver[i];
6 if(y == fa) continue;
7 if(deg[y] == 1) d[y] = min(d[x] ‐ w[i], w[i]);
8 else d[y] = f[y] + min(d[x] ‐ min(f[y], w[i]), w[i]);
9 dfs(y, x);
10 }
11 }
12
13 dp(1, 0); // 求 f[i]
14 d[1] = f[1];
15 dfs(1, 0); // 求 d[i]
16 int ans = 0;
17 for(int i = 1; i <= n; ++i) ans = max(ans, d[i]);

36 / 45



树形动态规划

河南省实验中
学信息技术组

树形 DP

例题

没有上司的舞会

完美的服务

选课

苹果树

富集程度

计算机

小结

练习

【例】计算机

学校不久前买了第 1台计算机 (编号为 1)。后来学校又不断添置了 𝑛 − 1台
计算机，每台新计算机都被连接到先前安装的某一台计算机上。学校管理者担心
网络运行缓慢，想知道第 𝑖台计算机发送信号的最大距离 𝑠𝑖(即到最远的计算机
的电缆长度)。

2 1 4

3

5

11 13
5

10
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【例】计算机

【输入格式】
输入包含多组测试用例。
对于每组测试用例，第一行包含一个整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 104)。
接下来 𝑛− 1行，第 𝑖行包含两个整数 𝑥,𝑤，表示第 𝑖 + 1台计算机连接的计算机
编号和花费的电缆长度。
【输出格式】
对于组测试用例，输出一行一个 𝑛整数，其中第 𝑖个数表示第 𝑖台电脑的 𝑠𝑖。
【样例输入】

5
1 1
2 1
3 1
1 1

【样例输出】
3 2 3 4 4
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【例】计算机

• 对于每一个结点，以其为根进行 BFS/DFS求出最远距离即可。
• 时间复杂度：O(𝑁2)。
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【例】计算机

• 考虑结点 𝑥，它的最远距离是向下走的最远距离和向上走的最远距离取最大
值即可。

• 从 𝑥向下走的最远距离，进行一次 DFS即可得到所有结点的值。
• 设结点 𝑦的父结点为 𝑥，则 𝑦向上走的最远距离可以分为两种情况：

1 𝑥向下走的最远距离经过𝑦，那么 𝑦向上走的最远距离为 𝑥向上走的最远距离
和 𝑥向下走的次远距离取最大值 +𝑤(𝑥, 𝑦)；

2 𝑥向下走的最远距离不经过𝑦，那么 𝑦向上走的最远距离为 𝑥向上走的最远距
离和 𝑥向下走的最远距离取最大值 +𝑤(𝑥, 𝑦)。

• 定义 𝑓(𝑥, 0)表示 𝑥向下走的最远距离，𝑓(𝑥, 1)表示 𝑥向下走的次远距离，
𝑓(𝑥, 2)表示 𝑥向上走的最远距离。

• 目标状态：对于每个结点 𝑥，结果为 max{𝑓(𝑥, 0), 𝑓(𝑥, 2)}
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【例】计算机

• 显然 𝑓(𝑥, 0)和 𝑓(𝑥, 1)显然进行一次 DFS即可得出。
1 void dp(int x, int fa)
2 {
3 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
4 {
5 int y = ver[i];
6 if(y == fa) continue;
7 dp(y, x);
8 int d = f[y][0] + w[i];
9 // d 成了最大值 旧 f[x][0] 成了次大值
10 if(f[x][0] <= d) f[x][1] = f[x][0], f[x][0] = d;
11 else f[x][1] = max(f[x][1], d); // d 不是最大值，可能是次大值
12 }
13 }

41 / 45



树形动态规划

河南省实验中
学信息技术组

树形 DP

例题

没有上司的舞会

完美的服务

选课

苹果树

富集程度

计算机

小结

练习

【例】计算机

• 求解 𝑓(𝑥, 2)，需要考虑二次换根。
• 对于 𝑥的孩子结点 𝑦，如果 𝑥向下走的最远距离经过𝑦，那么有

𝑓(𝑦, 2) = max{𝑓(𝑥, 1), 𝑓(𝑥, 2)} + 𝑤(𝑥, 𝑦)
• 如果 𝑥向下走的最远距离不经过𝑦，那么有

𝑓(𝑦, 2) = max{𝑓(𝑥, 0), 𝑓(𝑥, 2)} + 𝑤(𝑥, 𝑦)
1 void dfs(int x, int fa)
2 {
3 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
4 {
5 int y = ver[i];
6 if(y == fa) continue;
7 // y 在 f[x][0] 的路径上
8 if(f[y][0] + w[i] == f[x][0]) f[y][2] = max(f[x][2], f[x][1]) + w[i];
9 else f[y][2] = max(f[x][2], f[x][0]) + w[i]; // y 不在 f[x][0] 的路径上
10 dfs(y, x);
11 }
12 }
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小结

• 树形动态规划是动态规划的一种常见模型，是在树形结构上进行递推的动
态规划。

• 树形动态规划的重难点是从子节点到父节点的状态转移方程。
• 对于根不确定的树形动态规划问题可以使用二次扫描与换根法来解决。
• 对于树形动态规划，注意转化模型。
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• 没有上司的舞会 (COGS 3138)
• 完美的服务 (COGS 2448)
• 选课【CTSC 1997】(COGS 2466)
• 选课【CTSC 1997】(COGS 1199)
• 苹果树 (COGS 2454)
• 富集程度 (COGS 3542)
• 计算机 (COGS 2999)
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• 消防演练 (COGS 3651)
• 战略游戏 (COGS 2997)
• 贿赂 FIPA(COGS 2998)
• 路径覆盖 (COGS 4078)
• 赛道修建【NOIP 2018】(COGS 3055)
• 外卖 (COGS 4085)
• 喵星人集会 (COGS 4004)
• 苹果树【SDOI 2017】(COGS 3813)
• 建造军营【NOIP 2022】(COGS 3813)
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