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线性方程组

• 由𝑚个 𝑛元一次方程构成的方程组被称为线性方程组。例如，三元一次方
程组如下：

⎧{
⎨{⎩

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = −6
2𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 = −9
−𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 7

• 求解此线性方程组的方式是通过方程之间的算术运算使得方程中的未知量
尽量少 (消元)，甚至只有一个未知量 (元)，然后解出未知量少的方程，将解
出的未知量带入其他方程从而解出剩余未知量，这个过程就是高斯消元。

• 线性方程组的解只有三种情况：
1 无解；
2 唯一解；
3 无穷多解。
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• 在求解上述方程的过程中，你会发现我们实际参与运算的是未知量前的系
数和等号右边的常数，于是我们可以将上述方程组写成一个 3行 4列的一个
矩阵

⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
2 1 −3 −9

−1 −1 2 7
⎤⎥
⎦

这个矩阵被称为增广矩阵。
• 求解线性方程组的过程可以转化为对增广矩阵的操作：

1 用一个非零的数乘以某一行。
2 把其中一行的若干倍加到另一行上。
3 交换两行的位置。
上述操作被称为矩阵的初等行变换。
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• 利用矩阵的初等行变换求解线性方程组的过程如下：

⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
2 1 −3 −9

−1 −1 2 7
⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 −3 −1 3

−1 −1 2 7
⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 −3 −1 3
0 1 1 1

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 1 1

3 −1
0 1 1 1

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 1 1

3 −1
0 0 2

3 2
⎤⎥
⎦

• 最后得到的矩阵被成为阶梯形矩阵，它的系数部分被称为上三角矩阵。此矩
阵等价于：

⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 1 1

3 −1
0 0 2

3 2
⎤⎥
⎦

⇒

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = −6
𝑥2 + 1

3𝑥3 = −1
2
3𝑥3 = 2

此时，已知最后一个未知量的值，从下向上依次代回方程组，即可以得到每
个未知量的解，但是不利于算法实现。 4 / 47
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• 便于实现的高斯消元过程如下：

⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
2 1 −3 −9

−1 −1 2 7
⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 −3 −1 3
0 1 1 1

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 1 1

3 −1
0 1 1 1

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 0 −5
3 −4

0 1 1
3 −1

0 0 2
3 2

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 0 −5
3 −4

0 1 1
3 −1

0 0 1 3
⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 0 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 3

⎤⎥
⎦

• 最后得到的矩阵被成为简化阶梯形矩阵，此矩阵等价于：

⎡⎢
⎣

1 0 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 3

⎤⎥
⎦

⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑥1 = 1
𝑥2 = −2

𝑥3 = 3

此时，增广矩阵的最后一列即为每个未知量的解。
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• 通过初等行变换将增广矩阵转化为简化阶梯形矩阵的线性方程组求解算法
就是高斯消元法。算法实现时的具体步骤为：

• 当前正在处理所有方程 𝑥𝑖 前面的系数，找到前 𝑖 − 1个值全为 0，第 𝑖个值不
为 0的行，将它与当前行交换 (初等行变换)。

• 如果找不到 𝑥[𝑖]前的系数不为 0的行，那么无法针对 𝑥𝑖 进行消元。• 将当前行的的所有元素除以 𝐴[][𝑖]，也就是将 𝑥𝑖 前的系数变为 1(初等行变换)。
• 对于其他行，通过减去当前行的若干倍的方式使得 𝐴[][𝑖]全部变为 0(初等行变
换)。

• 如果有唯一解，简化阶梯型矩阵的最后一列即为解。

6 / 47



高斯消元法

河南省实验中
学信息技术组

高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

无解

• 对于如下方程

⎧{
⎨{⎩

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = −6
2𝑥1 + 𝑥2 − 5𝑥3 = −9
−𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 7

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
2 1 −5 −9

−1 −1 2 7
⎤⎥
⎦

是无解的，那进行初等行变换时会怎么样呢？
• 对上述增广矩阵进行初等行变换如下：

⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
2 1 −5 −9

−1 −1 2 7
⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 −3 −3 3
0 1 1 1

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 −6
0 1 1 −1
0 1 1 1

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 0 −3 −4
0 1 1 1
0 0 0 2

⎤⎥
⎦
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• 上述转化过后的矩阵等价于如下线性方程

⎡⎢
⎣

1 0 −3 −4
0 1 1 1
0 0 0 2

⎤⎥
⎦

⇒
⎧{
⎨{⎩

𝑥1 − 3𝑥3 = −4
𝑥2 + 𝑥3 = 1

0 = 2

• 上述方程组显然无解。
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• 对于如下方程

⎧{
⎨{⎩

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 3
2𝑥1 + 4𝑥2 − 8𝑥3 = 0
−𝑥1 − 2𝑥2 + 6𝑥3 = 2

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 3
2 4 −8 0

−1 −2 6 2
⎤⎥
⎦

有无穷多解，那进行初等行变换时会怎么样呢？
• 对上述增广矩阵进行初等行变换如下：

⎡⎢
⎣

1 2 −1 3
2 4 −8 0

−1 −2 6 2
⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 3
0 0 −6 −6
0 0 5 5

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 −1 3
0 0 1 1
0 0 5 5

⎤⎥
⎦

⇒ ⎡⎢
⎣

1 2 0 4
0 0 1 1
0 0 0 0

⎤⎥
⎦
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• 上述转化过后的矩阵等价于如下线性方程

⎡⎢
⎣

1 2 0 4
0 0 1 1
0 0 0 0

⎤⎥
⎦

⇒ {𝑥1 + 2𝑥2 = 4
𝑥3 = 1

• 上述方程组的解可以写为：
𝑥1 = 4 − 2𝑥2
𝑥3 = 1

此时，𝑥2可以取任意值，也可以计算出对应的 𝑥1，也即线性方程组有无穷
多解。

• 我们将 𝑥1, 𝑥3这样的未知量称为主元，把 𝑥2这样的未知量称为自由元。
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线性方程组解的情况

在高斯消元完成之后，根据增广矩阵的情况
• 若存在系数全为零、常数不为零的行，则方程组无解；
• 若系数不全为零的行恰好有 𝑛个，则说明主元有 𝑛个，方程组有唯一解；
• 若系数不全为零的行有 𝑘 < 𝑛个，则说明主元有 𝑘个，自由元有 𝑛 − 𝑘个，
方程组有无穷多解。
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高斯消元法的计算机实现

1 // 当前正在方程 r 中 将其他方程 x[i] 前的系数消除
2 for(int r = 1, i = 1; i <= n; ++i)
3 {
4 int p = 0; // 找到 x[i] 系数不为 0 的方程 将其移动到当前行 r
5 for(int k = r; k <= n; ++k) // 在方程 r~n 中找到 x[i] 前系数不为 0 的行
6 if(abs(a[k][i]) >= 1e‐8) { p = k; break; }
7 if(p == 0) continue; // x[i] 前的系数全部为 0 无法消元
8 if(p != r) for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) swap(a[r][j], a[p][j]);
9 double d = a[r][i];
10 for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) a[r][j] /= d; // x[i] 前系数调为 1
11 for(int k = 1; k <= n; ++k) // 其他方程都消掉 x[i] 前的系数
12 {
13 if(r == k) continue;
14 double d = a[k][i]; // 倍数
15 for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) a[k][j] ‐= d * a[r][j];
16 }
17 ++r; // 处理下一个方程
18 }
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高斯消元法的计算机实现

1 // 解的判定
2 int cnt = 0;
3 for(int i = 1; i <= n; ++i)
4 {
5 bool all = true; // 系数是否全为 0
6 for(int j = 1; j <= n; ++j) if(abs(a[i][j]) >= 1e‐8) all = false;
7 if(all && a[i][n + 1] >= 1e‐8) { cnt = ‐1; break; } // 无解
8 if(all && a[i][n + 1] < 1e‐8) ++cnt; // 无穷多解
9 }
10 if(cnt == ‐1) puts(" 无解！");
11 else if (cnt == 0)
12 for(int i = 1; i <= n; ++i) printf("x%d=%.3lf\n", i, a[i][n + 1]);
13 else puts(" 无穷多解！");
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【例】球形空间产生器

有一个球形空间产生器能够在 𝑛维空间中产生一个坚硬的球体。现在，你
被困在了这个 𝑛维球体中，你只知道球面上 𝑛 + 1个点的坐标，你需要以最快的
速度确定这个 𝑛维球体的球心坐标，以便于摧毁这个球形空间产生器。数据保
证有解，答案精确到小数点后三位。

• 球心：到球面任意一点距离都相等的点。
• 距离：设两个 𝑛为空间上的点 𝐴, 𝐵的坐标为 (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛), (𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛)，
则 𝐴𝐵的距离定义为：√(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)2 + ⋯ + (𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)2。
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【例】球形空间产生器

【输入格式】
第一行一个整数 𝑛(𝑛 ≤ 10)。
接下来 𝑛 + 1行，每行有 𝑛个实数，表示球面上一点的 𝑛维坐标，每个实数精确
到小数点后 6位，且绝对值不超过 20000。
【输出格式】
一行 𝑛个实数，表示球心的 𝑛维坐标，精确到小数点后 3位。
数据保证一定有解。
【样例输入】

2
0.0 0.0
‐1.0 1.0
1.0 0.0

【样例输出】
0.500 1.500
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【例】球形空间产生器

• 一个球体上的所有点到球心的距离相等，因此只需要求出一个点
(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)，使得

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎𝑖,𝑗 − 𝑥𝑗)2 = 𝐶

其中 𝐶 为常数，𝑖 ∈ [1, 𝑛 + 1]，球面上第 𝑖个点的坐标为 (𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,2, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑛)。
• 不过该方程组由 𝑛 + 1个 𝑛元二次方程构成，我们可以通过两相邻连个方程
作差将它转化为 𝑛个 𝑛元一次方程，同时消去常数 C：

𝑗=𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎2
𝑖,𝑗 − 𝑎2

𝑖+1,𝑗 − 2𝑥𝑗(𝑎𝑖,𝑗 − 𝑎𝑖+1,𝑗)) = 0, (𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛)
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【例】球形空间产生器

• 将变量放在左侧，常数放在右边：
𝑗=𝑛
∑
𝑗=1

2(𝑎𝑖,𝑗 − 𝑎𝑖+1,𝑗)𝑥𝑗 =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑎2
𝑖,𝑗 − 𝑎2

𝑖+1,𝑗), (𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛)

此时上述方程组是一个线性方程组，它的增广矩阵如下：

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2(𝑎1,1 − 𝑎2,1) 2(𝑎1,2 − 𝑎2,2) ⋯ 2(𝑎1,𝑛 − 𝑎2,𝑛)
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑎2
1,𝑗 − 𝑎2

2,𝑗)

2(𝑎2,1 − 𝑎3,1) 2(𝑎2,2 − 𝑎3,2) ⋯ 2(𝑎2,𝑛 − 𝑎3,𝑛)
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑎2
2,𝑗 − 𝑎2

3,𝑗)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

2(𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛+1,1) 2(𝑎𝑛,2 − 𝑎𝑛+1,2) ⋯ 2(𝑎𝑛1,𝑛 − 𝑎𝑛+1,𝑛)
𝑛

∑
𝑗=1

(𝑎2
𝑛,𝑗 − 𝑎2

𝑛+1,𝑗)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

• 根据上述增广矩阵求出线性方程组的解即可。
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【例】球形空间产生器

1 int n; scanf("%d", &n);
2 for(int i = 1; i <= n + 1; ++i)
3 for(int j = 1; j <= n; ++j)
4 scanf("%lf", &a[i][j]);
5 //b 是增广矩阵
6 for(int i = 1; i <= n; ++i)
7 for(int j = 1; j <= n; ++j)
8 {
9 b[i][j] = 2 * (a[i][j] ‐ a[i + 1][j]);
10 b[i][n + 1] += (a[i][j] * a[i][j] ‐ a[i + 1][j] * a[i + 1][j]);
11 }
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【例】球形空间产生器

1 // 高斯消元
2 for(int r = 1, i = 1; i <= n; ++i)
3 {
4 int p = 0;
5 for(int k = r; k <= n; ++k)
6 if(abs(b[k][i]) >= 1e‐8) { p = k; break; }
7 if(p == 0) continue;
8 if(p != r) for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) swap(b[r][j], b[p][j]);
9 double d = b[r][i];
10 for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) b[r][j] /= d;
11 for(int k = 1; k <= n; ++k)
12 {
13 if(r == k) continue;
14 double d = b[k][i];
15 for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) b[k][j] ‐= d * b[r][j];
16 }
17 ++r;
18 }
19 for(int i = 1; i <= n; ++i) printf("%.3lf ", b[i][n + 1]);
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高斯消元法

河南省实验中
学信息技术组

高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

有 𝑛个相同的开关，每个开关都与某些开关有着联系，每当你打开或者关
闭某个开关的时候，其他的与此开关相关联的开关也会相应地发生变化，即这些
相联系的开关的状态如果原来为开就变为关，如果为关就变为开。你的目标是经
过若干次开关操作后使得最后 𝑛个开关达到一个特定的状态。对于任意一个开
关，最多只能进行一次开关操作。你的任务是，计算有多少种可以达到指定状态
的方法。（不计开关操作的顺序）
【输入格式】
第一行一个整数 𝑇，表示有 𝑇 组测试数据。
对于每组测试数据，第一行一个整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 28)。
接下来一行 𝑛个 0或 1，表示开始时 𝑛个开关的状态。
接下来一行 𝑛个 0或 1，表示结束时 𝑛个开关的状态。
接下来若干行，每行包含两个整数 𝑥, 𝑦，表示操作开关 𝑥，开关 𝑦也会变化。
每组数据以 0 0结束。
【输出格式】
如果有可行方法，输出总数，否则输出 Oh,it's impossible !!。
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高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

【样例输入】
2
3
0 0 0
1 1 1
1 2
1 3
2 1
2 3
3 1
3 2
0 0
3
0 0 0
1 0 1
1 2
2 1
0 0

【样例输出】
4
Oh,it's impossible~!!
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高斯消元法

河南省实验中
学信息技术组

高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

• 设 𝑥𝑖表示第 𝑖个开关的操作情况，𝑥𝑖 = 1表示按了这个开关，𝑥𝑖 = 0表示
没有按。

• 设 𝑎𝑖,𝑗表示第 𝑖个开关和第 𝑗个开关的联系情况，𝑎𝑖,𝑗 = 1表示按下 𝑗会影
响 𝑖的状态，𝑎𝑖,𝑗 = 0表示不会影响。特别地，令 𝑎𝑖,𝑖 = 1。

• 一个开关最后的状态 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖，取决于它的初始状态 𝑠𝑟𝑐𝑖和所有与他有联系的
开关的操作情况执行异或运算得到的结果。因此，可以列出异或线性方程
组：

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎1,1𝑥1 ⊕ 𝑎1,2𝑥2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 = 𝑠𝑟𝑐1 ⊕ 𝑑𝑖𝑠𝑡1
𝑎2,1𝑥1 ⊕ 𝑎2,2𝑥2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎2,𝑛𝑥𝑛 = 𝑠𝑟𝑐2 ⊕ 𝑑𝑖𝑠𝑡2

⋮
𝑎𝑛,1𝑥1 ⊕ 𝑎𝑛,2𝑥2 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑎𝑛,𝑛𝑥𝑛 = 𝑠𝑟𝑐𝑛 ⊕ 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑛
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河南省实验中
学信息技术组

高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

• 异或其实是不进位加法1。我们仍然可以写出增广矩阵，矩阵中每个值要么
是 0，要么是 1。

• 但是在执行高斯消元的过程中，把加、减运算替换成异或，而且不需要执行
乘法运算。最终，可以得到该异或方程组对应的简化阶梯形矩阵。

• 此时，若存在形如 0 = 1的方程，那么方程组无解；否则，因为自由元可以
取 0或 1，所有方程组的解的数量就是 2𝑐𝑛𝑡，其中 𝑐𝑛𝑡为自由元个数。

1𝑎 ⊕ 𝑏 ⊕ 𝑐 ⊕ 𝑑 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)%2
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算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

1 for(int r = 1, i = 1; i <= n; ++i)
2 {
3 int p = 0;
4 for(int k = r; k <= n; ++k) if(a[k][i]) { p = k; break; }
5 if(p == 0) continue;
6 if(p != r) for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) swap(a[r][j], a[p][j]);
7 for(int k = 1; k <= n; ++k)
8 {
9 if(r == k) continue;
10 if(a[k][i] == 0) continue;
11 for(int j = 1; j <= n + 1; ++j) a[k][j] ^= a[r][j];
12 }
13 ++r;
14 }
15 int cnt = 0;
16 for(int i = 1; i <= n; ++i)
17 {
18 bool all = true; // 系数是否全为 0
19 for(int j = 1; j <= n; ++j) if(abs(a[i][j]) >= 1e‐8) all = false;
20 if(all && a[i][n + 1] >= 1e‐8) { cnt = ‐1; break; } // 无解
21 if(all && a[i][n + 1] < 1e‐8) ++cnt; // 无穷多解
22 }
23 if(cnt == ‐1) puts("Oh,it's impossible~!!");
24 else printf("%d\n", 1 << cnt);
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解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

• 因为最多只有 28个开关，为了简便、高效，可以把增广矩阵的每一行进行
状态压缩。

• 用一个int类型的数据表示 𝑛 + 1位二进制，其中第 0位为增广矩阵最后一
列的常数，第 1 ∼ 𝑛位分别为增广矩阵的第 1 ∼ 𝑛列的系数。

• 在进行高斯消元后，当表示一行的整数为 1时，说明出现了形如 0 = 1的方
程，此时无解；当表示一行的整数为 0时，说明是自由元。
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高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】开关问题

1 for(int r = 1, i = 1; i <= n; ++i)
2 {
3 for(int k = r; k <= n; ++k)
4 if (a[k] >> i & 1) { swap(a[k], a[r]); break; }
5 if((a[r] >> i & 1) == 0) continue;
6 for(int k = 1; k <= n; ++k)
7 {
8 if (k == r) continue;
9 if ((a[k] >> i & 1) == 0) continue;
10 a[k] ^= a[r];
11 }
12 ++r;
13 }
14 int cnt = 0; // 默认有一解
15 for(int i = 1; i <= n; ++i)
16 {
17 if (a[i] == 1) { cnt = ‐1; break; }
18 if (a[i] == 0) ++cnt;
19 }
20 if(cnt == ‐1) puts("Oh,it's impossible~!!");
21 else printf("%d\n", 1 << cnt);
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算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】坏掉的机器人

给定一张 𝑛 × 𝑚的棋盘，有一个机器人处于 (𝑥, 𝑦)位置。这个机器人可以进
行很多轮行动，每次等概率地随机选择停在原地、向左移动一格、向右移动一格
或向下移动一格 (当然机器人不能移出棋盘)。求机器人从起点走到最后一行的任
意一个位置上，所需行动次数的数学期望值。
【输入格式】
第一行包含两个整数 𝑛, 𝑚(𝑛, 𝑚 ≤ 1000)。
第二行包含两个整数 𝑥和 𝑦，表示机器人的初始位置。
设定棋盘左上角为 (1, 1)，右下角为 (𝑛, 𝑚)。
【输出格式】
输出一个实数，表示数学期望，结果保留四位小数。
【样例输入】
10 14
5 14

【样例输出】
18.0038
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坏掉的机器人

练习

【例】坏掉的机器人

• 定义 𝑓(𝑖, 𝑗)表示从 (𝑖, 𝑗)走到最后一行的，所需行动次数的数学期望。
• 显然有 𝑓(𝑛, 𝑗) = 0，目标为 𝑓(𝑥, 𝑦)。
• 当 𝑗 = 1时，有

𝑓(𝑖, 1) = 1
3(𝑓(𝑖, 1) + 𝑓(𝑖, 2) + 𝑓(𝑖 + 1, 1)) + 1

• 当 𝑗 = 𝑚时，有

𝑓(𝑖, 𝑚) = 1
3(𝑓(𝑖, 𝑚) + 𝑓(𝑖, 𝑚 − 1), 𝑓(𝑖 + 1, 𝑚)) + 1

• 当 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚时，有

𝑓(𝑖, 𝑗) = 1
4(𝑓(𝑖, 𝑗) + 𝑓(𝑖, 𝑗 − 1) + 𝑓(𝑖, 𝑗 + 1) + 𝑓(𝑖 + 1, 𝑗) + 1

• 通过观察可以发现，第 𝑖 + 1行的状态转移只能转移到第 𝑖行，但是列上可
以向左或向右走，不满足无后效性。
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坏掉的机器人

练习

【例】坏掉的机器人

• 在递推到第 𝑖行时，需要求解的值为 𝑓(𝑖, 𝑗)，已知的只有 𝑓(𝑖 + 1, 𝑗)，那么根
据上页递推式，将 𝑓(𝑖, 𝑗)当作未知数，将 𝑓(𝑖 + 1, 𝑗)当作已知数，创建一个
𝑚元一次方程，方程的增广矩阵为 (以𝑚 = 5为例)：

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

2
3 −1

3 0 0 0 1
3𝑓(𝑖 + 1, 1) + 1

−1
4

3
4 −1

4 0 0 1
4𝑓(𝑖 + 1, 2) + 1

0 −1
4

3
4 −1

4 0 1
4𝑓(𝑖 + 1, 3) + 1

0 0 −1
4

3
4 −1

4
1
4𝑓(𝑖 + 1, 4) + 1

0 0 0 −1
3

2
3

1
3𝑓(𝑖 + 1, 5) + 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

• 在上述方程中进行高斯消元解方程，注意每次消元时只需要消 2 ∼ 3次，所
以每次解方程的时间复杂度为 O(𝑀 )，整体的时间复杂度为 O(𝑁𝑀 )。

• 注意，当𝑚 = 1时，𝑓(𝑖, 1) = 1
2(𝑓(𝑖, 1) + 𝑓(𝑖 + 1, 1) + 1，可以推出

𝑓(𝑖, 1) = 𝑓(𝑖 + 1, 1) + 2，那么答案为 2(𝑛 − 𝑥)。

29 / 47



高斯消元法

河南省实验中
学信息技术组

高斯消元法

算法过程

解的情况

计算机实现

例题

球形空间产生器

开关问题

坏掉的机器人

练习

【例】坏掉的机器人

1 if(m == 1) { printf("%.4lf", 2 * (n ‐ x)); return 0; }
2 for(int c = n ‐ 1; c >= x; ‐‐c)
3 {
4 memset(a, 0, sizeof(a));
5 a[1][1] = 2.0 / 3, a[1][2] = ‐1.0 / 3, a[1][m + 1] = f[c + 1][1] / 3 + 1;
6 for(int i = 2; i <= m ‐ 1; ++i)
7 a[i][i ‐ 1] = ‐0.25, a[i][i] = 0.75,
8 a[i][i + 1] = ‐0.25,
9 a[i][m + 1] = 0.25 * f[c + 1][i] + 1;
10 a[m][m ‐ 1] = ‐1.0 / 3, a[m][m] = 2.0 / 3, a[m][m + 1] = f[c + 1][m] / 3 + 1;
11 for(int i = 1; i <= m ‐ 1; ++i)
12 {
13 a[i][i + 1] /= a[i][i], a[i][m + 1] /= a[i][i], a[i][i] = 1;
14 a[i + 1][i + 1] ‐= a[i + 1][i] * a[i][i + 1];
15 a[i + 1][m + 1] ‐= a[i + 1][i] * a[i][m + 1];
16 a[i + 1][i] = 0;
17 }
18 a[m][m + 1] /= a[m][m], a[m][m] /= 1;
19 for(int i = m; i >= 2; ‐‐i)
20 a[i ‐ 1][m + 1] ‐= a[i ‐ 1][i] * a[i][m + 1],a[i ‐ 1][i] = 0;
21 for(int i = 1; i <= m; ++i) f[c][i] = a[i][m + 1];
22 }
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练习

• 解方程组 (COGS 721)
• 球形空间产生器 (COGS 1845)
• 开关问题 (COGS 2879)
• 随机程序 (COGS 1495)
• 乘积是平方数 (COGS 1498)
• 小部件工厂 (COGS 2649)
• 坏掉的机器人 (COGS 3543)
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线性空间

河南省实验中
学信息技术组

相关概念

例题

装备购买

XOR

练习

向量

• 由 𝑛个有顺序的数 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛所组成的

(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)或
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1
𝑎2
⋮

𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

被称为 𝑛维行向量或 𝑛维列向量，记为 ⃗𝑎或 𝑎𝑎𝑎。
• 𝑛维行向量可以看作 1 × 𝑛的行矩阵，𝑛维列向量可以看作 𝑛 × 1的列矩阵。
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学信息技术组

相关概念

例题

装备购买

XOR

练习

线性相关与线性无关

• 设有若干个向量 ⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚，若存在一组数 𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑚使得向量

𝑏⃗ = 𝑘1 ⃗𝑎1 + 𝑘2 ⃗𝑎2 + ⋯ + 𝑘𝑚 ⃗𝑎𝑚

则称向量 ⃗𝑏是向量组 ⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚的线性组合，或者说向量 ⃗𝑏可由向量组
⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚线性表示。

• 在向量组 ⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚如果存在一个向量能被其他向量线性表示，则称这
些向量线性相关，否则称这些向量线性无关。
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例题

装备购买

XOR

练习

线性空间

• 由向量组 ⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚线性表示的所有向量构成一个线性空间，向量组
⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚被称为这个线性空间的生成子集。

• 线性空间的极大线性无关子集被称为线性空间的基底，简称基。例如，平面
直角坐标系中的所有向量构成的线性空间，它的一个基是 {(0, 1), (1, 0)}。

• 线性空间的所有基底包含的向量个数相等，而且是线性空间所有生成子集
中向量个数最少的。

• 对于任意的向量组 ⃗𝑎1, ⃗𝑎2, ⋯ , ⃗𝑎𝑚构成的线性空间，如何求这个线性空间的
基底？

• 可以将这𝑚个 𝑛维行向量看作一个𝑚 × 𝑛的矩阵。
• 将这个𝑚 × 𝑛的矩阵进行高斯消元得到一个简化阶梯型矩阵。
• 简化阶梯型的所有非零行向量线性无关，也是线性空间的一个基底。
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例题

装备购买

XOR

练习

【例】装备购买

脸哥最近在玩一款神奇的游戏，这个游戏里有 𝑛件装备，每件装备有𝑚个
属性，用向量 𝑧[𝑖] = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚)表示，每件装备需要花费 𝑐𝑖。

现在脸哥想买一些装备，但是脸哥很穷，所以总是盘算着怎样才能花尽量少
的钱买尽量多的装备。对于脸哥来说，如果一件装备的属性能用购买的其他装备
组合出（也就是说脸哥可以利用手上的这些装备组合出这件装备的效果），那么
这件装备就没有买的必要了。
严格的定义是，如果脸哥买了 𝑧[𝑖1], 𝑧[𝑖2], ⋯ , 𝑧[𝑖𝑝]这 𝑝件装备，并且不存在

实数 𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑝使得 𝑧[𝑘] = 𝑏1𝑧[𝑖1] + 𝑏2𝑧[𝑖2] + ⋯ + 𝑏𝑝𝑧[𝑖𝑝]，那么脸哥就会买
𝑧[𝑘]，否则 𝑧[𝑘]对脸哥就是无用的。
脸哥想要在买下最多数量的装备的前提下花最少的钱，你能帮他算一算他

能购买的最多装备数以及最小花费吗？
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线性空间

河南省实验中
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相关概念

例题

装备购买

XOR

练习

【例】装备购买

【输入格式】
第一行两个整数 𝑛, 𝑚(1 ≤ 𝑛, 𝑚 ≤ 500)。
接下来 𝑛行，每行𝑚个数，其中第 𝑖行描述装备 𝑖的各项属性值。
接下来一行 𝑛个数，其中第 𝑖个数 𝑐𝑖表示购买第 𝑖件装备的花费。
【输出格式】
一行两个整数，第一个表示能购买的最多装备数量，第二个数表示在购买最多数
量装备的情况下的最小花费。
【样例输入】
3 3
1 2 3
3 4 5
2 3 4
1 1 2

【样例输出】
2 2

【样例解释】
选择装备 1, 2、1, 3、2, 3均可，其中选择装备 1, 2的花费最小，最小为 2。
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例题

装备购买

XOR

练习

【例】装备购买

• 把 𝑛件装备看作 𝑛个长度为𝑚的向量，根据题意，购买的装备对应的向量
应该是线性无关的。

• 要买下最多数量的装备，就是求这 𝑛个向量表出的线性空间的基底。
• 将这 𝑛个长度为𝑚的向量看作一个 𝑛 × 𝑚的矩阵，然后进行高斯消元法转
化为简化阶梯型，非零行的数目就是能购买的最多装备数。

• 因为要求花费最小，那么在高斯消元的过程中应当使用贪心策略。对于每个
主元 𝑥𝑖，在前 𝑖 − 1列为 0、第 𝑖列不为 0的行向量中选择价格最低的一个，
对其他行进行高斯消元。
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例题

装备购买

XOR

练习

【例】装备购买

1 for(int r = 1, i = 1; i <= n; ++i)
2 {
3 int p = 0;
4 for(int k = r; k <= n; ++k)
5 if(abs(a[k][i]) >= 1e‐8 && (p == 0 || c[p] > c[k])) p = k;
6 if(p == 0) continue;
7 swap(c[p], c[r]);
8 for(int j = 1; j <= m; ++j) swap(a[r][j], a[p][j]);
9 long double d = a[r][i];
10 for(int j = 1; j <= m; ++j) a[r][j] /= d;
11 for(int k = 1; k <= n; ++k)
12 {
13 if(k == r) continue;
14 long double d = a[k][i];
15 for(int j = 1; j <= m; ++j) a[k][j] ‐= d * a[r][j];
16 }
17 ++r;
18 }
19 // 查找的非 0 行即可
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例题

装备购买

XOR

练习

【例】XOR

有 𝑛个整数 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛和 𝑞个询问，每个询问给出一个整数 𝑘，求从
𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛中选出若干个数执行异或运算能够得到的整数集合中 (去掉重复的
数)，第 𝑘小的整数是多少。1 ≤ 𝑛, 𝑞 ≤ 10000, 1 ≤ 𝑎𝑖, 𝑘 ≤ 1018。
【输入格式】
第一行包含整数 𝑇，表示共有 𝑇 组测试数据。
对于每组测试数据，第一行包含整数 𝑛。
第二行包含 𝑛个整数，表示完整的整数序列。
第三行包含整数 𝑞，表示询问的次数。
第四行包含 𝑞个整数 𝑘1, 𝑘2, …, 𝑘𝑞，表示 𝑞个询问对应的 𝑘。
【输出格式】
对于每组测试数据，第一行输出 Case #C:，其中 𝐶 为顺序编号 (从 1开始)。
接下来 𝑞行描述 𝑞次询问的结果，每行输出一个整数，表示第 𝑖次询问中第 𝑘𝑖小
的结果。
如果能得到的不同结果的总数少于 𝑘𝑖，则输出 −1。

39 / 47



线性空间

河南省实验中
学信息技术组

相关概念

例题

装备购买

XOR

练习

【例】XOR

【样例输入】
2
2
1 2
4
1 2 3 4
3
1 2 3
5
1 2 3 4 5

【样例输出】
Case #1:
1
2
3
‐1
Case #2:
0
1
2
3
‐1
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异或空间

• 类比线性空间，异或空间是一个关于异或运算封闭的非负整数集合。
• 若整数 𝑏能被整数 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚经过异或运算得出，则称 𝑏能被

𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚表出。
• 整数 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚能表出的所有整数构成一个异或空间，𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚被称
为异或空间的生成子集。

• 整数 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚，如果存在一个整数 𝑎𝑖能被其他整数表出，则称这些整
数线性相关，否则称这些整数线性无关。

• 异或空间的基底或基就是异或空间的极大线性无关子集。
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异或空间

• 给定𝑚个 0 ∼ 2𝑛 − 1之间的整数 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚，如果求出这𝑚个整数表出
的异或空间的基底？

• 将这𝑚个数看作 𝑛位二进制，写成一个𝑚行 𝑛列的 01矩阵，矩阵中第 𝑖行
从左到右依次是 𝑎𝑖 的第 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, ⋯ , 1, 0位。

• 把 01矩阵作为系数矩阵，利用高斯消元法将其转化为简化阶梯型矩阵，每一
行实际上是一个整数，可以直接利用异或运算进行消元。

• 简化阶梯型矩阵的每一行是一个整数，所有非 0整数一起构成异或空间的基
底。
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练习

【例】XOR

• 利用高斯消元法求出 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛构成的异或空间的基。不妨设这个基由
𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑡构成，其中 𝑏1 > 𝑏2 > ⋯ > 𝑏𝑡。从基底中选取若干个整数，显然
有 2𝑡种取法，因此这个异或空间种共有 2𝑡个整数，与这 2𝑡种一一对应。

• 在高斯消元过程中，共有 𝑡个主元，分别是 𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑡的最高位，设它们的
最高位分别是 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑡位，显然有 𝑐1 > 𝑐2 > ⋯ > 𝑐𝑡。

• 在高斯消元过程中，主元所在列中，除了主元所在行为 1外，其他行都为 0。
所以，对于由 𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑡组成的数中，选择 𝑏1的数一定比不选择 𝑏1的数更
大，因为 𝑏1的的最高位位置 𝑐1最大。同理两个数若都选择了 𝑏1，则选择 𝑏2
的数一定比不选择 𝑏2的数大。
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【例】XOR

• 对于询问的第 𝑘大，我们只需要对 𝑘 − 1进行二进制分解 (最小的数是第 0
大)，如果 𝑘 − 1的第 𝑗位等于 1，就选 𝑏𝑡−𝑗，最后把所有选出的 𝑏异或起来
即为答案。特别地，若 𝑘 > 2𝑡，则无解。

• 有一个边界问题，是否存在第 0大的数 (整数 0)？题目中不允许 𝑎𝑖 ⊕ 𝑎𝑖，但
是线性空间中允许，所以线性空间中一定会存在整数 0，但是从
𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛选出几个不同的数异或可能得不到 0。

• 实际上，只需要检查简化阶梯型中是否存在零行：
• 如果存在零行，那么选出不同的数异或会得到 0，因此对 𝑘 − 1进行二进制拆
分；

• 如果不存在零行，说明无法得到 0，因此对 𝑘进行二进制拆分。
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【例】XOR

1 int zero = 0, t = n;
2 for(int i = 1; i <= n; ++i)
3 {
4 for(int j = i + 1; j <= n; ++j) if(a[j] > a[i]) swap(a[j], a[i]); // 从大到小
5 if(a[i] == 0) { zero = 1, t = i ‐ 1; break; } // 0 行
6 for(int k = 63; k >= 0; ‐‐k)
7 {
8 if((a[i] >> k & 1) == 0) continue;
9 for(int j = 1; j <= n; ++j)
10 {
11 if(i == j) continue;
12 if((a[j] >> k & 1) == 0) continue;
13 a[j] ^= a[i];
14 }
15 break;
16 }
17 }
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【例】XOR

1 int q; scanf("%d", &q);
2 while(q‐‐)
3 {
4 unsigned long long k; scanf("%llu", &k);
5 if(zero) ‐‐k; // 存在 0 行 可以构成数字 0
6 if(k >= 1llu << t) puts("‐1");
7 else
8 {
9 unsigned long long ans = 0;
10 for(int i = t ‐ 1; i >= 0; ‐‐i)
11 if(k >> i & 1) ans ^= a[t ‐ i];
12 printf("%llu\n", ans);
13 }
14 }
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练习

• 装备购买 (COGS 2786)
• XOR(COGS 3544)
• 最大异或和路径 (COGS 2912)
• 新 Nim游戏 (COGS 1818)
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