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• 给定一颗有根树，若结点 𝑧既是结点 𝑥的祖先，也是结点 𝑦的祖先，则称 𝑧
是 𝑥, 𝑦的公共祖先。在 𝑥, 𝑦的所有公共祖先中，深度最大的一个称为 𝑥, 𝑦的
最近公共祖先 (Lowest Common Ancestor,LCA)，记为 lca(𝑥, 𝑦)

• 求最近公共祖先的方法通常有三种：
• 朴素算法
• 树上倍增法
• Tarjan算法
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• 从 𝑥向上走到根结点，并标记所有经过的结点。
• 从 𝑦向上走到根结点，当第一次遇到已标记的结点时，就找到了 lca(𝑥, 𝑦)。
• 单次询问时间复杂度：O(𝑁)。
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逐步上跳法

• 利用 DFS/BFS遍历得出每个结点的深度和双亲信息。
• 找出结点 𝑥和结点 𝑦中深度较大大的结点 (例如结点 𝑦)，然后让结点 𝑦上跳
至与结点 𝑥同样的深度。

• 然后结点 𝑥和结点 𝑦同时上跳，直到相遇，此时的结点即为 lca(𝑥, 𝑦)。
• 单次询问时间复杂度：O(𝑁)。

图:逐步上跳法
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1 int p[N], d[N] = {0, 1}; // 双亲和深度 令 1 号顶点为根
2
3 void dfs(int x, int fa)
4 {
5 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
6 {
7 int y = ver[i];
8 if(y == fa) continue;
9 p[y] = x, d[y] = d[x] + 1;
10 dfs(y, x);
11 }
12 }
13
14 int lca(int x, int y)
15 {
16 if(d[x] > d[y]) swap(x, y);
17 while(d[y] > d[x]) y = p[y];
18 if(x == y) return x;
19 while(x != y) x = p[x], y = p[y];
20 return x;
21 }
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• 在朴素的上跳过程中，因为每次只跳跃一步，算法会比较缓慢。故而需要进
行大步跳跃，这也就要求除了记录直接祖先外，还需要记录多级祖先。

• 定义 𝑓(𝑥, 𝑘)表示结点 𝑥的 2𝑘辈祖先，即从 𝑥向根结点走 2𝑘步到达的结点。
• 显然有 𝑓(𝑥, 0)是 𝑥的双亲结点。
• 对于每个结点 𝑥，它的 2𝑘辈祖先应当是它的 2𝑘−1辈祖先的 2𝑘−1辈祖先，即

∀𝑘 ∈ [1, log𝑛], 𝑓(𝑥, 𝑘) = 𝑓(𝑓(𝑥, 𝑘 − 1), 𝑘 − 1)

• 利用 DFS/BFS遍历得出每个结点的深度和 𝑓(𝑥, 0)，同时利用倍增法，求出
𝑓(𝑥, 𝑘)。

• 预处理时间复杂度：O(𝑁 log𝑁)。
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树上倍增法

1 const int T = 20;
2 int f[N][T + 5];
3 int d[N] = {0, 1}; // 结点 1 为根结点
4
5 void dfs(int x, int fa)
6 {
7 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
8 {
9 int y = ver[i];
10 if(y == fa) continue;
11 d[y] = d[x] + 1;
12 f[y][0] = x;
13 for(int k = 1; k <= T; ++k) f[y][k] = f[f[y][k ‐ 1]][k ‐ 1];
14 dfs(y, x);
15 }
16 }
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• 已经预处理好 𝑓(𝑥, 𝑘)，那么如何让结点 𝑦(深度较大)跳到与 𝑥同样深度呢？
• 例如，从结点 18(深度为 13)上跳到结点 5(深度为 2)，需要跳 13 − 2 = 11
步，那么显然 11步可以拆分为 23 + 21 + 20，所以依次跳 23 = 8、21 = 2、
20 = 1步即可到达结点 5(与结点 2同样深度)。
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• 如果结点 𝑥和上跳后的结点 𝑦相等，那么 lca(𝑥, 𝑦) = 𝑥。
• 但是大部分情况下，两点不会存在祖先—子孙关系，那么此时如何上跳到达
最近公共祖先呢？

• 例如，结点 6和结点 7同时上跳，因为不知道跳多少步，那先跳最大一步
22 = 4步到达结点 1，从图中可以看出结点 1不是结果。那此时只能跳
21 = 2步，到达结点 3，从图中可以看出结点 3恰好是最近公共祖先。

2

3

6

54

1

7

• 在实际判断时，跳到结点 1和跳到结点 3时，我们获取到的条件完全一致，
那么凭什么判定结点 1不是最近公共祖先而结点 3是最近公共祖先？
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• 所以跳到同一结点不能作为找到最近公共祖先的判定条件。
• 那么将条件改为跳到尽可能几乎相遇，也就是跳到两个结点的父节点相等，
显然两个结点的父结点即为最近公共祖先。

• 我们可以用如下几个例子来演示：
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• 树上倍增法求最近公共祖先的算法：
• 利用 DFS/BFS对于每个结点 𝑥预处理出它的 2𝑘辈祖先 𝑓(𝑥, 𝑘)。
• 利用二进制拆分的方法，把结点 𝑦(深度较大)调整到与结点 𝑥深度相同。
• 若此时结点 𝑥的深度和上跳后结点 𝑦相等，则 lca(𝑥, 𝑦) = 𝑥。
• 否则利用二进制拆分的方法，把结点 𝑥, 𝑦同上向上跳，保持二者深度一致且
二者不相会。

• 此时结点 𝑥, 𝑦的父结点就是最近公共祖先，即 lca(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 0)。
• 单次询问时间复杂度：O(log𝑁)。
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树上倍增法

1 const int T = 20;
2 int f[N][T + 5];
3 int d[N] = {0, 1}; // 结点 1 为根结点
4
5 int lca(int x, int y)
6 {
7 if(d[x] > d[y]) swap(x, y);
8 for(int k = T; k >= 0; ‐‐k) // 结点 y 上跳到与结点 x 同样深度
9 if(d[f[y][k]] >= d[x]) y = f[y][k];
10 if(x == y) return x; // 结点 x 是结点 y 的祖先
11 for(int k = T; k >= 0; ‐‐k) // 结点 x 和结点 y 同时上跳
12 if(f[x][k] != f[y][k]) x = f[x][k], y = f[y][k];
13 return f[x][0];
14 }
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• Tarjan算法是一个离线算法，需要把𝑚个询问一次性读入，统一计算，最后
统一输出。

• Tarjan算法在对树进行后序遍历时，树中的结点分为三类：
• 已经访问完毕并且回溯的结点，这些结点标记为 2。
• 已经开始递归，但尚未回溯的结点，这些结点标记为 1。
• 尚未访问的结点，这些结点没有标记。

• 对于正在访问的结点 𝑥，它到根结点的路径上的结点都标记为 1。对于询问
lca(𝑥, 𝑦)，若结点 𝑦已经访问完毕并且回溯的结点 (标记为 2)，则 lca(𝑥, 𝑦)
就是从结点 𝑦向上走到根，第一个遇到的标记为 1的结点。
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• 如此，查询结点 𝑦最近的标记为 1的祖先将花费主要时间，可以利用并查集
进行优化。

• 当一个结点访问完毕并回溯时 (标记变为 2)，把它所在的集合合并到它的父
结点所在的集合中。

• 合并时，它的父结点的标记一定为 1，而且单独构成一个集合，那么查询结
点 𝑦最近的标记为 1的祖先结点等于查询集合的代表元。

• 当遍历到结点 𝑥时，扫描与 𝑥相关的所有询问，若询问中的另一个结点 𝑦
的标记为 2，则 lca(𝑥, 𝑦) = 𝑔𝑒𝑡(𝑦)。

• 后序遍历的时间复杂度为 O(𝑁 )，对于每个询问需要查询两次，复杂度为
O(𝑀 )，故整体的时间复杂度为 O(𝑁 + 𝑀 )。
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Tarjan算法

1 struct Node { int y, id; }; // 询问的另外一个顶点和询问的序号
2 vector<Node> q[N]; // 每个顶点的询问
3
4 void tarjan(int x, int fa)
5 {
6 vis[x] = 1; // 刚访问 标记为 1
7 for(int i = head[x]; i; i = nxt[i])
8 {
9 int y = ver[i];
10 if(y == fa) continue;
11 tarjan(y, x);
12 f[y] = x; // 合并到父结点
13 }
14 // 访问完毕并且回溯
15 // 注意不能写在最后 否则不能处理结点相同的询问
16 vis[x] = 2;
17 for(int i = 0; i < q[x].size(); ++i)
18 {
19 int y = q[x][i].y, id = q[x][i].id;
20 if(vis[y] == 2) lca[id] = get(y);
21 }
22 }
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树上前缀和

• 以任意一个结点 (例如结点 1)作为根结点进行 BFS/DFS得出每个结点 𝑥到
根结点的距离 𝑑[𝑥]。

• 那么显然 𝑑[𝑥] = 𝑑[𝑓𝑎(𝑥)] + 𝑤(𝑥)类似于前缀和，那么结点到其任意祖先的
距离都可以通过前缀和做差的方式求出。

图: 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑑[𝑦] − 𝑑[𝑥]
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• 对于一个有 𝑛个结点的带权树，共有𝑚个询问，询问树中任意两个结点
𝑥, 𝑦的距离。

• 对于询问 𝑥, 𝑦之间的距离则为结点 𝑥到最近公共祖先的距离加上加上结点 𝑦
到最近公共祖先到根结点距离，即

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑑[𝑥] − 𝑑[lca(𝑥, 𝑦)] + 𝑑[𝑦] − 𝑑[lca(𝑥, 𝑦)]
= 𝑑[𝑥] + 𝑑[𝑦] − 2 × 𝑑[lca(𝑥, 𝑦)]
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树上差分

• 普通差分维护的是区间加减 𝑣的情况，推广到树上顶点 𝑥到根结点某一段
路径上的顶点或边的某个权值加减 𝑣。

• 根据修改的是路径上的顶点还是边的权值，树上差分可以分为点差分和边
差分，二者实现上略有不同。

• 实际操作过程中，并非是针对从顶点 𝑥根结点某一段路径上的权值修改，
而是针对 𝑥到 𝑦的路径上的权值修改。
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点差分

• 对于顶点 𝑥到 𝑦路径上的所有顶点权值都加上 𝑣，可以转化对顶点差分值的
修改

𝑏[𝑥]+ = 𝑣, 𝑏[𝑦]+ = 𝑣
𝑏[𝑙𝑐𝑎(𝑥, 𝑦)]− = 𝑣, 𝑏[𝑓𝑎(𝑙𝑐𝑎(𝑥, 𝑦))]− = 𝑣

• 一般会有多次修改，在所有修改操作完成后，可以计算一次子树和，就能得
到更新后的点权值。

图:对点的差分值修改 图:对树求完子树和后
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• 对于顶点 𝑥到 𝑦路径上的所有边权值都加上 𝑣，一般在边的孩子结点中存储
边权值，于是仍转化对顶点差分值的修改

𝑏[𝑥]+ = 𝑣, 𝑏[𝑦]+ = 𝑣
𝑏[𝑙𝑐𝑎(𝑥, 𝑦)]− = 2𝑣

• 一般会有多次修改，在所有修改操作完成后，可以计算一次子树和，就能得
到更新后的边的权值。

图:对边的差分值修改 图:对树求完子树和后
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【例】最大流量

【题目描述】
Farmer John在他的谷仓中安装了 𝑁 − 1条管道，用于在 𝑁 个牛棚之间运输牛奶
（2 ≤ 𝑁 ≤ 50, 000），牛棚方便地编号为 1 … 𝑁。每条管道连接一对牛棚，所有牛棚通过
这些管道相互连接。
FJ正在𝐾 对牛棚之间泵送牛奶（1 ≤ 𝐾 ≤ 100, 000）。对于第 𝑖对牛棚，你被告知两个牛
棚 𝑠𝑖 和 𝑡𝑖，这是牛奶以单位速率泵送的路径的端点。FJ担心某些牛棚可能会因为过多
的牛奶通过它们而不堪重负，因为一个牛棚可能会作为许多泵送路径的中转站。请帮助
他确定通过任何一个牛棚的最大牛奶量。如果牛奶沿着从 𝑠𝑖 到 𝑡𝑖 的路径泵送，那么它
将被计入端点牛棚 𝑠𝑖 和 𝑡𝑖，以及它们之间路径上的所有牛棚。
【输入格式】
输入的第一行包含 𝑁 和𝐾。
接下来的 𝑁 − 1行每行包含两个整数 𝑥和 𝑦（𝑥 ≠ 𝑦），描述连接牛棚 𝑥和 𝑦的管道。
接下来的𝐾 行每行包含两个整数 𝑠和 𝑡，描述牛奶泵送路径的端点牛棚。
【输出格式】
输出一个整数，表示通过谷仓中任何一个牛棚的最大牛奶量。
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【例】最大流量

【样例 1输入】
5 10
3 4
1 5
4 2
5 4
5 4
5 4
3 5
4 3
4 3
1 3
3 5
5 4
1 5
3 4

【样例 1输出】
9

2

3

1

5

4
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【例】最大流量

• 每一次从 𝑠到 𝑡的牛奶泵送都会将路径上的顶点权值加 1，显然可以用点差
分解决。

• 令 𝑏[𝑠]和 𝑏[𝑡]都 +1，令 𝑏[𝑙𝑐𝑎(𝑠, 𝑡)]和 𝑏[𝑓𝑎(𝑙𝑐𝑎(𝑠, 𝑡))]都 −1。
• 最后遍历整棵树，计算子树和即为每个顶点的权值和，取最大值即可。
• 时间复杂度：O(𝑁 + 𝑀)。
1 tarjan(1, 0);
2 for(int i = 1; i <= m; ++i)
3 {
4 int x = a[i].x, y = a[i].y, z = lca[i];
5 ++d[x], ++d[y], ‐‐d[z], ‐‐d[p[z]];
6 }
7 dfs(1, 0);
8 int ans = 0;
9 for(int i = 1; i <= n; ++i) ans = max(ans, d[i]);
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【例】暗之链锁

【题目描述】
传说中的暗之连锁被人们称为 Dark。Dark是人类内心的黑暗的产物，古今中外的

勇者们都试图打倒它。
经过研究，你发现 Dark呈现无向图的结构，图中有 𝑁 个节点和两类边，一类边被

称为主要边，而另一类被称为附加边。
Dark有 𝑁 − 1条主要边，并且 Dark的任意两个节点之间都存在一条只由主要边构

成的路径。另外，Dark还有𝑀 条附加边。
你的任务是把 Dark斩为不连通的两部分。
一开始 Dark的附加边都处于无敌状态，你只能选择一条主要边切断。一旦你切断

了一条主要边，Dark就会进入防御模式，主要边会变为无敌的而附加边可以被切断。但
是你的能力只能再切断 Dark的一条附加边。
现在你想要知道，一共有多少种方案可以击败 Dark。注意，就算你第一步切断主要

边之后就已经把 Dark斩为两截，你也需要切断一条附加边才算击败了 Dark。
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【例】暗之链锁

【输入格式】
第一行包含两个整数 𝑁 和𝑀。
之后 𝑁 − 1行，每行包括两个整数 𝐴和 𝐵，表示 𝐴和 𝐵之间有一条主要边。
之后𝑀 行以同样的格式给出附加边。
【输出格式】
输出一个整数表示答案。
【样例 1输入】
4 1
1 2
2 3
1 4
3 4

【样例 1输出】
3
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【例】暗之链锁

• 主要边构成一棵树，添加附加边后会形成环。
• 将附加边 (𝑥, 𝑦)加入树中，会与树上 𝑥, 𝑦之间构成一个环。此时，如果第一
步选择切断 𝑥, 𝑦之间路径上某条边，那么第二步就必须切断附加边 (𝑥, 𝑦)，
图才能不连通。

• 每条附加边 (𝑥, 𝑦)相当于把树上 𝑥, 𝑦之间路径上的每条边都覆盖一次。
• 统计每条主要边被覆盖的次数：

• 如果第一步把覆盖了 0次的主要边切断，那么第二步可以切断任意一条附加
边。

• 如果第一步把覆盖了 1次的主要边切断，那么第二步只能切断那个覆盖了这
条主要边一次的附加边。

• 如果第一步把覆盖了 2次及以上的主要边切断，那么第二步无论如何操作都
无法使图不连通。
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【例】暗之链锁

• 问题转化为：给定一棵树，然后给定若干次操作，每次将 𝑥到 𝑦路径上的每
一条边覆盖一次，最终询问每条边覆盖的次数，显然是一个边差分问题。

• 定义 𝑑[𝑥]表示每个顶点的权值，那么对于操作 (𝑥, 𝑦)，将 𝑑[𝑥]和 𝑑[𝑦]加 1，
将 𝑑[𝑙𝑐𝑎(𝑥, 𝑦)]减 1。

• 然后进行一次 DFS，求出子树和也存在 𝑑[𝑥]中，那么 𝑑[𝑥]就是 𝑥与双亲结
点之间的边被覆盖的次数。

• 对于每一条边，如果覆盖次数为 0，答案加上𝑚，否则答案加 1。
• 时间复杂度：O(𝑁 + 𝑀)。
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【例】暗之链锁

1 tarjan(1, 0);
2 for(int i = 1; i <= m; ++i)
3 {
4 int x = a[i].x, y = a[i].y, z = lca[i];
5 ++d[x], ++d[y], d[z] ‐= 2;
6 }
7 dfs(1, 0);
8 int ans = 0;
9 for(int i = 2; i <= n; ++i)
10 if(d[i] == 0) ans += m;
11 else if(d[i] == 1) ans += 1;
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【例】雨天的尾巴

【题目描述】给定一棵有 𝑛(𝑛 ≤ 105)的树，有𝑚(𝑚 ≤ 105)次发放操作，每次选择两个
点 𝑥, 𝑦，将 𝑥到 𝑦的路径上 (包括 𝑥和 𝑦)的每一个点发放一袋 𝑧(𝑧 ≤ 109)类型的物品。
求完成所有发放操作后，每个点存放的最多的是哪种类型的物品。
【输入格式】
第一行包含两个整数 𝑛和𝑚。
接下来 𝑛 − 1行，每行两个整数 𝑢, 𝑣，表示点 𝑢与 𝑣之间有边。
接下来𝑚行，每行三个整数 𝑥, 𝑦, 𝑧，表示在点 𝑥, 𝑦的路径上每个点发放一袋 𝑧类型的物
品。
【输出格式】
输出共 𝑛行，第 𝑖行一个整数表示第 𝑖个点存放最多的是哪种类型的物品。
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【例】雨天的尾巴

【样例 1输入】
5 3
1 2
3 1
3 4
5 3
2 3 3
1 5 2
3 3 3

【样例 1输出】
2
3
3
0
2

4

5

2

1

3
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【例】雨天的尾巴

• 显然问题是一个点差分问题，每次操作相当于 𝑥到 𝑦路径上每个点都被类
型 𝑧覆盖了一次。

• 设 𝑑表示差分计数的集合，那么每次操作转化为：点 𝑥处增加一次物品 𝑧，
点 𝑦处增加一次物品 𝑧，点 𝑙𝑐𝑎(𝑥, 𝑦)处减少一次物品 𝑧，点 𝑓𝑎(𝑙𝑐𝑎(𝑥, 𝑦))处
减少一次物品 𝑧。

• 问题是如何维护每个点上的所有物品的变化信息？
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【例】雨天的尾巴

• 朴素做法
• 对物品的类型进行离散化 (物品类型 ≤ 109)，然后对于每个顶点记录一个最
大长度为𝑚的差分计数数组即可。

• 在最后 DFS求树的子树和时，对每一种物品分别累加子树中对应物品的计
数值即可。

• 时间复杂度：O(𝑁𝑀 log𝑀)；空间复杂度：O(𝑁𝑀)。
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【例】雨天的尾巴

• 动态开点权值线段树
• 对每个点，建立一棵动态开点的权值线段树代替差分计数数组，该线段树支
持单点修改、查询区间最值及最值位置。

• 在最后 DFS求树的子树和时，采用线段树合并的方式合并子树的线段树即
可。

• 时间复杂度：O((𝑁 + 𝑀) log(𝑁 + 𝑀)。
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练习

• 最近公共祖先 (洛谷 P3379)
• 牧场旅行 (COGS 186)
• 政党 (COGS 803)
• 距离咨询 (COGS 1588)
• 最大流量 (洛谷 P3128)
• 暗之链锁 (COGS 2434)
• 雨天的尾巴 (COGS 3380)
• 天天爱跑步 [NOIP 2016](COGS 2557)
• 异象石 (COGS 3552)
• 次小生成树 (COGS 2453)
• 疫情控制 [NOIP 2012](COGS 1267)
• 聚会 [AHOI 2008](COGS 3507)
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