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数论专题

• 质数
• 约数
• 同余
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质数定义

• 若一个大于等于 1的正整数无法被除了 1和它自身之外的任何自然数整除，
则称该数为质数，否则称该正整数为合数。

• 整个自然数集合中，质数数量不多，分布比较稀疏，对于一个足够大的整
𝑛，不超 𝑛的质数大约有 𝑛

ln𝑛 个，即每 ln𝑛个数中大约有一个质数。
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质数判定

• 试除法 1
• 根据定义判断 2 ∼ 𝑛 − 1是否存在能整除 𝑛的数。
• 时间复杂度：O(𝑁 )

• 试除法 2
• 判断 2 ∼ √𝑛中是否存在能整除 𝑛的数。
• 自然数的约数都是成对出现的，如果在 2 ∼ √𝑛中没有 𝑛的约数，那么在√𝑛 + 1 ∼ 𝑛 − 1中也不会有 𝑛的约数。
• 时间复杂度 O：(

√
𝑁 )

1 bool prime(int n)
2 {
3 if(n == 1) return false;
4 for(int i = 2; i * i <= n; ++i)
5 if(n % i == 0) return false;
6 return true;
7 }
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质数筛选

• 给定一个整数 𝑛，求出 1 ∼ 𝑛之间所有的质数。
• 算法 1：直接求解

• 枚举 2 ∼ 𝑛之间所有的数，判断其是否为质数。
• 时间复杂度：O(𝑁

√
𝑁 )
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埃氏筛法

• 埃氏筛 (Eratosthenes筛法)的思想：任意正整数 𝑥的倍数 2𝑥, 3𝑥, ⋯都不是质
数。

• 从 2开始遍历每一个数 𝑥，如果它是质数，把它的倍数 2𝑥, 3𝑥, ⋯ , ⌊𝑁
𝑥 ⌋𝑥标

记为合数。
• 当扫描到一个数 𝑥时，若它尚未标记，则它不能被 2 ∼ 𝑥 − 1之间的任何数
整除，该数就是质数。

• 埃氏筛的时间复杂度为 O( ∑
𝑝≤𝑁

𝑁
𝑝 )=O(𝑁 log log𝑁 )，其中 𝑝是质数。
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埃氏筛法

整数 待筛数据

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

4 4是合数，曾经2被筛过，那么4的倍数一定被2筛过

5 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

6 6是合数，曾经2被筛过，那么6的倍数一定被2筛过

7 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

结果 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1

图:埃氏筛案例
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埃氏筛法实现

1 // 合数标记 合数‐>1 质数‐>0
2 memset(v, 0, sizeof(v));
3 for(int i = 2; i <= n; ++i)
4 {
5 // 如果 i 是合数 那么它的倍数都被筛过 直接跳过
6 if(v[i]) continue;
7 // 把 i 的 j 数倍标记为合数
8 for(int j = 2; j <= n / i; ++j) v[i * j] = 1;
9 }
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埃氏筛法改进1

• 埃氏筛法改进：对于整数 𝑥，小于 𝑥2的 𝑥的倍数在扫描更小的数时就已经
被标记过了。例如：一个数 𝑥(𝑥 − 𝑘)小于 𝑥2且是 𝑥的倍数，𝑥 − 𝑘是一个质
数，那么它一定会被 𝑥 − 𝑘筛去。

• 从 2开始遍历每一个数 𝑥，如果它是质数，把它的倍数 𝑥2, 𝑥(𝑥 + 1), ⋯ ,
⌊𝑁

𝑥 ⌋𝑥标记为合数。
• 当扫描到一个数 𝑥时，若它尚未标记，则它不能被 2 ∼ 𝑥 − 1之间的任何数
整除，该数就是质数。

整数 被 筛数据

11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121 132

7 77

5 55 110

3 33 66 99

2 22 44 66 88 110

图:小于 112 的数被筛情况
1实际意义不大，自行了解。
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埃氏筛法改进实现

1 // 合数标记 合数‐>1 质数‐>0
2 memset(v, 0, sizeof(v));
3 for(int i = 2; i <= n; ++i)
4 {
5 // 如果 i 是合数 那么它的倍数都被筛过 直接跳过
6 if(v[i]) continue;
7 // 把 i 的 j 数倍标记为合数 从 i 倍开始
8 for(int j = i; j <= n / i; ++j) v[i * j] = 1;
9 }
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欧式筛引入

整数 待筛数据

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

3 从3 3开始筛 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

5 从5 5开始筛，没有筛除新的数
被筛次数 1 1 1 1 1 1 1 2 0 1 1 1 2 1 3

整数 待筛数据

2 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41

3 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41

5 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41

被筛次数 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1 1 2 1 1 2
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欧式筛

• 经过优化后的埃氏筛仍会重复筛除合数。例如，12既会被 2筛也会被 3筛，
这就出现了重复筛选；再例如，30被 2、3、5各筛一次。

• 线性筛法让每一个合数只被其最小质因子筛一次。
• 设数组 𝑣记录每个数的最小质因子，即该数被哪个数筛，我们按照如下步骤
维护 𝑣：

• 依次考虑 2 ∼ 𝑛之间的每一个数 𝑖；
• 如果 𝑣[𝑖] = 0，说明 𝑖未被筛过，即为质数，把它存下来，并令 𝑣[𝑖] = 𝑖；
• 扫描不大于 𝑣[𝑖]的每个质数 𝑝，令 𝑣[𝑖 ∗ 𝑝] = 𝑝。因为 𝑝 ≤ 𝑣[𝑖]，所以 𝑝就是合数

𝑖 ∗ 𝑝的最小质因子。
• 因为每个合数 𝑖 ∗ 𝑝只会被它的最小质因子 𝑝筛一次，所以时间复杂度为

O(𝑁 )。
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待筛数据，用 来筛除

2 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

3 3 2,3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

4 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

5 5 2,3,5 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

6 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

7 7 2,3,5,7 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

8 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

9 3 2,3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

10 2 2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

结果 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0
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欧式筛实现

1 int p[1000010];
2 int m = 0; // 质数个数
3
4 memset(v, 0, sizeof(v));
5 for(int i = 2; i <= n; ++i)
6 {
7 if(!v[i]) v[i] = i, p[++m] = i; // i 是质数
8 for(int j = 1; j <= m; ++j) // 给当前的数 i 乘上一个质因子 p[j]
9 {
10 // i 的最小质因子比 p[j] 小或者待筛数超出 n 的范围
11 if(p[j] > v[i] || i * p[j] > n) break;
12 v[i * p[j]] = p[j]; // p[j] 是合数 i*p[j] 的最小质因子
13 }
14 }
15
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算术基本定理

• 任何一个大于 1的正整数都能唯一分解为有限个质数的乘积，即：

𝑛 = 𝑝𝑐1
1 𝑝𝑐2

2 ⋯ 𝑝𝑐𝑚𝑚

其中 𝑐𝑖都是正整数，𝑝𝑖都是质数，且满足 𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑚。
• 8 = 2 × 2 × 2 = 23

• 30 = 2 × 3 × 5 = 213151

• 36 = 2 × 2 × 3 × 3 = 2233

• 100 = 2 × 2 × 5 × 5 = 2252

15 / 29



质数

河南省实验中
学信息技术组

质数判定

质数筛选

埃氏筛法

欧式筛

质因数分解

例题

质数距离

阶乘分解

练习

质因数分解

• 质因数分解：将一个数按照算术基本定理的形式进行分解。
• 结合质数判定的试除法和埃氏筛法，我们可以扫描 2 ∼ √𝑛的每个数 𝑑，若

𝑑能整除 𝑛，则从 𝑛中除掉所有的因子 𝑑，同时累计除去 𝑑的个数。
• 一个合数的因子一定在扫描到这个合数之前就从 𝑛中被除掉了，所以在上
述过程中能整除 𝑛的一定是质数。例如，𝑁 = 36时，处理时 𝑑不可能等于
4，因为在前面 𝑑 = 2时，4已经被拆分成 22。

• 时间复杂度：O(
√

𝑁 )
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质因数分解实现

• 引理：小于等于 2 × 109的数的不同质因子个数不会超过 10个，且所有质因
子的指数总和不超过 30。

• 证明：最小的 11个质数的乘积 2 × 3 × 5 × 7 × 11 × 13 × 17 × 19 × 23 × 29×
31 > 2 × 109，所以对于小于等于 2 × 109的数不可能有多于 10个质因子。
那么，即使包含最小的质数，仍然有 231 > 2 × 109，所以对于小于等于
2 × 109的数的指数总和不可能超过 30。

1 int p[15], c[15];
2 int m = 0;
3 for(int i = 2; i * i <= n; ++i)
4 {
5 if(n % i == 0) // i 是质数
6 {
7 p[++m] = i, c[m] = 0;
8 // 除掉 n 中所有的 i
9 while(n % i == 0) n /= i, ++c[m];
10 }
11 }
12 // n 是质数或者最后除完仅剩一个质数
13 if(n > 1) p[++m] = n, c[m] = 1;
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质因数分解

• 对前 𝑛个数进行质因数分解。
• 方法 1：遍历每一个数，进行试除法，时间复杂度 O(𝑁

√
𝑁 )。
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质因数分解

• 对前 𝑛个数进行质因数分解。
• 方法 2：前 𝑛个数进行质因数分解要求将每个数的质因数和指数都求出来，
而在埃氏筛法中，每个数都会被它的所有质因子筛一次。

• 所以，对前 𝑛个数进行埃氏筛法，对于每一个质数 𝑝，在用 𝑝筛它的倍数时
将这些数的的对应质因子 𝑝的指数都算出来。

• 时间复杂度：O(𝑁 log𝑁 )。
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质因数分解

• 对前 𝑛个数进行质因数分解。
• 在对 𝑛进行质因数分解时，每次先得到的是其最小质因子的次方。例如，

𝑛 = 36时，我们先得到的是 22，此时 𝑛 = 9，最后分解 9得到 32，二者合并
起来就得到 𝑛 = 36 = 2232。

• 方法 3：先对前 𝑛个数进行欧式筛记录每个数的最小质因子；然后对于
2 ∼ 𝑛的整数𝑚，除尽所有的最小质因子，得到新数𝑚′ < 𝑚，而𝑚′的质因
数分解在前面的求解过程中已知。例如：𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒(36) = 22𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒(9)。

• 时间复杂度：O(𝑁 log𝑁 )。
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【例】质数距离

【题目描述】
给定两个整数 𝐿, 𝑅(1 ≤ 𝐿 ≤ 𝑅 ≤ 231, 𝑅 − 𝐿 ≤ 106)求闭区间 [𝐿, 𝑅]相邻两个质
数的差的最大是多少，输出这两个质数 (输入数据有多组)。
【输入格式】
多行，每行两个整数 𝐿, 𝑅。
【输出格式】
多行，每行连个整数表示差最大的两个质数 (小数在前，大数在后)，如果有多组
解输出较小的，如果没有解输出“no adjacent primes”。
【样例输入】
2 17
14 17

【样例输出】
7 11
no adjacent primes

【样例解释】
2到 17中的质数有 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17，相差最大的质数对有 7, 11和 13, 17。14
到 17中的质数只有 17，不存在质数对。
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【例】质数距离

• 方法 1：计算出闭区间 [𝐿, 𝑅]中的所有质数，然后求解相邻质数差最大的质
数对，时间复杂度 O((𝑅 − 𝐿)

√
𝑁 )。
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【例】质数距离

• 方法 2：因为 𝑅 − 𝐿 ≤ 106范围很小，[𝐿, 𝑅]中每一个合数都包括一个
√

𝑅
以内的质因子。

• 利用欧式筛求出 2 ∼
√

𝑅之间的所有质数；
• 对于 2 ∼

√
𝑅之间的每一个质数 𝑝，将其在 [𝐿, 𝑅]内的倍数全部筛掉;

• 所有未标记的都是质数，找出相邻质数差最大的即可。
• 时间复杂度：O(

√
𝑅 + (𝑅 − 𝐿))
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【例】阶乘分解

【题目描述】
给定正整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 106)，试把阶乘 𝑛!分解质因数，按照算术基本定理的形
式输出分解结果中的 𝑝𝑖和 𝑐𝑖即可。
【输入格式】
一个正整数 𝑛。
【输出格式】
多行，每行两个正整数表示 𝑝𝑖和 𝑐𝑖，要求按照 𝑝𝑖从小到大输出。
【样例输入】
8

【样例输出】
2 7
3 2
5 1
7 1

【样例解释】
8! = 1×2×3×4×5×6×7 ×8 = 21 ×31 ×22 ×51 ×21 ×31 ×71 ×23 = 27325171
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【例】阶乘分解

• 方法 1：对 1 ∼ 𝑛中的每个数分解质因数，将结果合并。
• 时间复杂度：O(𝑛√𝑛)。
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【例】阶乘分解

• 方法 2：在埃氏筛中，每一个数都会被它的所有质因子筛一次。
• 所以对 1 ∼ 𝑛进行埃氏筛法，在筛选过程中，如果数字为质数，那么记录下
来，接着用它来筛选所有以它为质因子的合数，此时将合数里所有该质因子
求出。

• 时间复杂度：O(𝑛 log𝑛)。
质数 待筛数据 筛出合数时将它对应的质因子求出

2 2 3 4 5 6 7 8

3 2 3 4 5 6 7 8

5 2 3 4 5 6 7 8

7 2 3 4 5 6 7 8
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【例】阶乘分解

• 方法 3：𝑁!的每个质因子不会超过 𝑁，我们可以先筛出 1 ∼ 𝑁 中的质数，
对于质数 𝑝，考虑阶乘中有多少个质因子 𝑝。

• 在 1 ∼ 𝑁 中，至少包含 1个质因子 𝑝的显然有 ⌊ 𝑁
𝑝 ⌋个；

• 在 1 ∼ 𝑁 中，至少包含 2个质因子 𝑝2 的显然有 ⌊ 𝑁
𝑝2 ⌋个，此时统计质因子个

数不是 2 ⌊ 𝑁
𝑝2 ⌋个，因为 1个因子 𝑝的已经统计过；

• 所以，𝑁!中质因子 𝑝的个数为：

⌊𝑁
𝑝 ⌋ + ⌊ 𝑁

𝑝2 ⌋ + ⌊ 𝑁
𝑝3 ⌋ + ⋯ + ⌊ 𝑁

𝑝⌊log𝑁
𝑝 ⌋

⌋ = ∑
𝑝𝑘

⌊ 𝑁
𝑝𝑘 ⌋ , 1 ≤ 𝑘 ≤ ⌊log𝑁

𝑝 ⌋
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【例】阶乘分解

• 例如求 9!中有多少个质因子 2：
1 2 3 4 5 6 7 8 9

包含1个2 1 1 1 1

包含2个2 1 1

包含3个2 1

包含4个2 包含3个2

2的总数 7

• 对于每一个质数 𝑝，只需要 O(log𝑁 )的时间计算上述和，故整个算法的时间
复杂度为 O(𝑁 log𝑁 )。
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练习

• 质数距离 (COGS 3478)
• 阶乘分解 (COGS 3418)
• 喜欢摇头的数学牛 (COGS 1261)
• 整数合并 (COGS 487)
• 报数 [NOIP 2021](COGS 3624)
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