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• 质数
• 约数
• 同余
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约数

• 若正整数 𝑛除以整数 𝑑的余数为 0，即 𝑑能整除 𝑛，则称 𝑑是 𝑛的约数，𝑛
是 𝑑的倍数，即为 𝑑|𝑛。

• 约数集：求 1 ∼ 𝑛的正约数集合。
• 试除法：遍历 𝑑 = 1 ∼

√
𝑁 中的每一个数，尝试 𝑑能否整除 𝑁，若能整除，

则 𝑁/𝑑也是 𝑁 的约数。
• 证明：若 𝑑 ≥

√
𝑁 是𝑁 的约数，则𝑁/𝑑 ≤

√
𝑁 也是 N的约数。换言之，约

数总是成对出现的 (完全平方数除外)。
• 时间复杂度：O(

√
𝑁 )

• 推论：一个正整数 𝑁 的约数个数上界为 2
√

𝑁。
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约数集

• 求 1 ∼ 𝑁 的每个正整数的正约数集合。
• 试除法：用试除法分别求出 1 ∼ 𝑁 每个数的正约数集合。
• 时间复杂度：O(𝑁

√
𝑁 )。

• 倍数法：类似埃氏筛法，对于数 𝑑，在 𝑑的倍数 𝑑, 2𝑑, 3𝑑, ⋯ , ⌊𝑁
𝑑 ⌋𝑑中标记该

数包含约数 𝑑。
• 时间复杂度：O(𝑁 + 𝑁

2 + 𝑁
2 + ⋯ + 𝑁

𝑁 )=O(𝑁 log𝑁 )
• 推论：1 ∼ 𝑁 每个数的约数个数总和大约为 𝑁 log𝑁。
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约数集

1 // 2 × 109 以内的自然数最多有 1536 个约数
2 int f[1600];
3 int m = 0;
4 for(int i = 1; i * i <= n; ++i)
5 if(n % i == 0)
6 {
7 f[++m] = i;
8 if(i != n / i) f[++m] = n / i;
9 }

1 //f[i] 表示 i 的约数集
2 vector<int> f[500010];
3 for(int i = 1; i <= n; ++i)
4 for(int j = 1; j <= n / i; ++j)
5 f[i * j].push_back(i); //i*j 包含约数 i
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算术基本定理推论

• 在算术基本定理中，正整数 𝑁 被唯一分解为 𝑁 = 𝑝𝑐1
1 𝑝𝑐2

2 ⋯ 𝑝𝑐𝑚𝑚 ，其中 𝑐𝑖都
是正整数，𝑝𝑖都是质数，且满足 𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑚，则 𝑁 的正约数集合可
写为：

{𝑝𝑏1
1 𝑝𝑏2

2 ⋯ 𝑝𝑏𝑚𝑚 } , 0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑐𝑖

• 𝑁 的正约数个数为：

C1
𝑐1+1 +C1

𝑐2+1 ⋯C1
𝑐𝑚+1 = (𝑐1 + 1)(𝑐2 + 1) ⋯ (𝑐𝑚 + 1) =

𝑚
∏
𝑖=1

(𝑐𝑖 + 1)

• 𝑁 的所有正约数的和为：

(1 + 𝑝1 + 𝑝2
1 + ⋯ + 𝑝𝑐1

1 ) × ⋯ × (1 + 𝑝𝑚 + 𝑝2
𝑚 + ⋯ + 𝑝𝑐𝑚𝑚 ) =

𝑚
∏
𝑖=1

𝑐𝑖

∑
𝑗=0

(𝑝𝑖)𝑗
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【例】约数个数与约数和

【题目描述】
给定 𝑁(1 ≤ 𝑁 ≤ 100)个正整数 𝑎𝑖(1 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 2 × 109)，请你输出这些数的乘积的
约数个数和约数和，答案分别对 109 + 7取模。
【输入格式】
一个正整数 𝑛，接下来一行包含 𝑛个整数 𝑎𝑖。
【输出格式】
两行，第一行为约数个数，第二行为约数和。
【样例输入】
3
2 6 8

【样例输出】
12
252

【样例解释】
2 × 6 × 8 = 96，它的约数有 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 96。
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【例】约数个数与约数和

• 对每个数按照算术基本定理进行分解，并将其合并。
• 照算术基本定理求解约数个数和约数和，运算过程中取模。
• 引理：小于等于 2 × 109的数的不同质因子个数不会超过 10个，且所有质因
子的指数总和不超过 30。

• 证明：最小的 11个质数的乘积 2 × 3 × 5 × 7 × 11 × 13 × 17 × 19 × 23 × 29×
31 > 2 × 109，所以对于小于等于 2 × 109的数不可能有多于 10个质因子。
那么，即使包含最小的质数，仍然有 231 > 2 × 109，所以对于小于等于
2 × 109的数的指数总和不可能超过 30。
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【例】Sumdiv

【题目描述】
求 𝐴𝐵的所有约数之和，结果对 9901取余。
【输入格式】
一行，两个数 𝐴, 𝐵(1 ≤ 𝐴, 𝐵 ≤ 5 × 107)。
【输出格式】
一行，一个数，𝐴𝐵的所有约数之和，结果对 9901取余。
【样例输入】
2 3

【样例输出】
15

【样例解释】
23 = 8，它的约数有 1, 2, 4, 8，总和为 15。
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【例】Sumdiv

• 把 𝐴分解质因数，表示为 𝑝𝑐1
1 𝑝𝑐2

2 ⋯ 𝑝𝑐𝑚𝑚 ，则 𝐴𝐵表示为 𝑝𝐵×𝑐1
1 𝑝𝐵×𝑐2

2 ⋯ 𝑝𝐵×𝑐𝑚𝑚 ，
它的所有约数和为

(1 + 𝑝1 + 𝑝2
1 + ⋯ + 𝑝𝐵×𝑐1

1 ) × ⋯ × (1 + 𝑝𝑚 + 𝑝2
𝑚 + ⋯ + 𝑝𝐵×𝑐𝑚𝑚 )

• 显然只需要求解形如 𝑆(𝑝, 𝑛) = 𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝𝑛对 9901取余的结果，
然后累乘取余即可。

• 当 𝑛为奇数时，𝑆(𝑝, 𝑛) = 𝑝0 + 𝑝1 + ⋯ + 𝑝 𝑛
2 + 𝑝 𝑛+1

2 × (𝑝0 + 𝑝1 + ⋯ + 𝑝 𝑛
2 ) =

𝑆(𝑝, 𝑛
2 ) + 𝑝 𝑛+1

2 × 𝑆(𝑝, 𝑛
2 )，例如 𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 + 𝑝4 + 𝑝5 =

𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 × (𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2)。
• 当 𝑛为偶数时，𝑆(𝑝, 𝑛) = 𝑆(𝑝, 𝑛 − 1) + 𝑝𝑛。

• 利用上述分治算法和快速幂即可求出问题的解。
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【例】余数之和

【题目描述】
给定正整数 𝑛和 𝑘，计算 (𝑘 mod 1) + (𝑘 mod 2) + ⋯ + (𝑘 mod 𝑛)的值。其中
1 ≤ 𝑛, 𝑘 ≤ 109。
【输入格式】
一行，包含两个正整数 𝑛, 𝑘。
【输出格式】
一行，即余数之和。
【样例输入】
5 3

【样例输出】
7

【样例解释】
(3 mod 1) + (3 mod 2) + (3 mod 3) + (3 mod 4) + (3
mod 5) = 0 + 1 + 0 + 3 + 3 = 7
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【例】余数之和

• 方法 1：直接求解，时间复杂度为 O(𝐾)，超时。
• 方法 2：观察 𝑘 mod 𝑖的规律，可以发现在某一个区间内，𝑘 mod 𝑖的值是
一个等差数列。

• 从后向前看，可以看出每个区间的公差每次加 1，设区间的公差为 𝑎，则区间
可以写为 [⌊ 𝑘

(𝑎+1) ⌋ + 1, ⌊ 𝑘
𝑎 ⌋]。例如，当 𝑎 = 1时，区间为 [51, 100]；当 𝑎 = 2

时，区间为 [34, 50]。
• 但是当 𝑖较小 (公差 𝑎很大)时，此规律便不再适用。
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【例】余数之和

• 当 𝑛 = 96, 𝑘 = 100时：

1 0
2 0
3 1
4 0
5 0
6 4
7 2
8 4
9 1
10 0
11 1
12 4

13 9
14 2
15 10
16 4
17 15
18 10
19 5
20 0
21 16
22 12
23 8
24 4

25 0
26 22
27 19
28 16
29 13
30 10
31 7
32 4
33 1
34 32
35 30
36 28

37 26
38 24
39 22
40 20
41 18
42 16
43 14
44 12
45 10
46 8
47 6
48 4

49 2
50 0
51 49
52 48
53 47
54 46
55 45
56 44
57 43
58 42
59 41
60 40

61 39
62 38
63 37
64 36
65 35
66 34
67 33
68 32
69 31
70 30
71 29
72 28

73 27
74 26
75 25
76 24
77 23
78 22
79 21
80 20
81 19
82 18
83 17
84 16

85 15
86 14
87 13
88 12
89 11
90 10
91 9
92 8
93 7
94 6
95 5
96 4
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【例】余数之和

• 当 𝑛 = 96, 𝑘 = 100时：
公差 区间左界 区间右界 区间起点值 区间结束值

1 51 100 0 49

2 34 50 0 32

3 26 33 1 22
4 21 25 0 16

5 17 20 0 15

6 15 16 4 10

7 13 14 2 9
8 12 12 4 4

9 11 11 1 1

10 10 10 0 0
11 9 9 1 1

12 8 8 4 4

13 8 7 2 4
14 7 7 2 2

15 7 6 4 2

16 6 6 4 4
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【例】余数之和

• 方法 3：观察 𝑘 mod 𝑖 = 𝑘 − ⌊𝑘
𝑖 ⌋ × 𝑖，故原式的计算可以转化为

𝑛 × 𝑘 −
𝑛

∑
𝑖=1

⌊𝑘
𝑖 ⌋ × 𝑖

• 我们注意观察 ⌊ 𝑘
𝑖 ⌋的规律，可以发现，如果将 [1, 𝑛]划分成若干个区间，在每

个区间里 ⌊ 𝑘
𝑖 ⌋的值是相等的。例如 60除以 [21,30]内的所有数的结果都是 2。

• 此时∑𝑛
𝑖=1⌊ 𝑘

𝑖 ⌋ × 𝑖在任何一个区间内都是等差数列，可以直接求和。
• 从某种意义上来看，方法 3和方法 2有相似之处，只是方法 3中的 ⌊ 𝑘

𝑖 ⌋是单调
(增/减)的，这就可以方便计算。
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【例】余数之和

• 当 𝑛 = 60, 𝑘 = 60时：

1 0 60 
2 0 30
3 0 20 
4 0 15
5 0 12 
6 0 10
7 4 8 
8 4 7 
9 6 6 
10 0 6 
11 5 5 
12 0 5 

13 8 4 
14 4 4 
15 0 4 
16 12 3 
17 9 3
18 6 3 
19 3 3
20 0 3 
21 18 2
22 16 2 
23 14 2 
24 12 2 

25 10 2 
26 8 2 
27 6 2 
28 4 2 
29 2 2 
30 0 2
31 29 1 
32 28 1
33 27 1 
34 26 1
35 25 1 
36 24 1 

37 23 1 
38 22 1 
39 21 1 
40 20 1 
41 19 1 
42 18 1 
43 17 1
44 16 1 
45 15 1
46 14 1 
47 13 1
48 12 1 

49 11 1 
50 10 1 
51 9 1 
52 8 1 
53 7 1 
54 6 1
55 5 1 
56 4 1
57 3 1 
58 2 1
59 1 1 
60 0 1 
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【例】余数之和

• 经过发现规律，我们可以得出在 [1, 𝑁]的每一段区间 [𝑥, ⌊ 𝑘
⌊𝑘/𝑥⌋⌋]的 𝑖，⌊𝑘

𝑖 ⌋的
值和 ⌊ 𝑘

𝑥⌋的值相等。例如，区间 [21, 30]可以写为 [21, ⌊ 60
⌊60/21⌋⌋]

• 对于 𝑖 = 1 ∼ 𝑘，⌊𝑘
𝑖 ⌋的不同值最多有 2

√
𝑘个，所以最多有 2

√
𝑘个区间。

• 时间复杂度：O(
√

𝐾)。
1 long long ans = n * k;
2 // gx 为区间最后一项
3 for(long long x = 1, gx; x <= n; x = gx + 1)
4 {
5 gx = k / x ? min(k / (k / x), n) : n;
6 // (x+gx)‐> 首项 + 末项
7 // (gx‐x+1)‐> 项数
8 ans ‐= (k / x) * (x + gx) * (gx ‐ x + 1) / 2;
9 }
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最大公约数

• 若自然数 𝑑同时时自然数 𝑎和 𝑏的约数，则称 𝑑是 𝑎和 𝑏的公约数。在所有
𝑎和 𝑏的公约数中最大的一个，称为 𝑎和 𝑏的最大公约数，记为 gcd(𝑎, 𝑏)。

• 若自然数𝑚同时是自然数 𝑎和 𝑏的倍数，则称𝑚是 𝑎和 𝑏的公倍数。在所
有 𝑎和 𝑏的公倍数中最小的一个，称为 𝑎和 𝑏的最小公倍数，记为 lcm(𝑎, 𝑏)。

• 定理：∀𝑎, 𝑏 ∈ N, gcd(𝑎, 𝑏) × lcm(𝑎, 𝑏) = 𝑎 × 𝑏。
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可见的点
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求最大公约数

• 辗转相除法 (欧几里得算法)

∀𝑎, 𝑏 ∈ N, 𝑏 ≠ 0, gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑎 mod 𝑏)

• 更相减损术

∀𝑎, 𝑏 ∈ N, 𝑎 ≥ 𝑏, gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑎 − 𝑏) = gcd(𝑎, 𝑎 − 𝑏)
∀𝑎, 𝑏 ∈ N, gcd(𝑘 × 𝑎, 𝑘 × 𝑏) = 𝑘 × gcd(𝑎, 𝑏)

• 欧几里得算法是最常用的，时间复杂度为 O(log(𝑎 + 𝑏))。
• 如果要求两个高精度数的最大公约数时，可以考虑用更相减损术。
1 int gcd(int a, int b)
2 {
3 return b ? gcd(b, a % b) : a;
4 }
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【例】Hankson的趣味题

【题目描述】
有 𝑛(𝑛 ≤ 2000)个询问，在每个询问中，给定四个自然数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑
(1 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≤ 2 × 109)，求有多少个 𝑥满足 gcd(𝑎, 𝑥) = 𝑏且 lcm(𝑐, 𝑥) = 𝑑。
【输入格式】
第一行，包含一个正整数 𝑛，接下来有 𝑛行，每行有四个数字 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑。
【输出格式】
共 𝑛行，对于每一个询问，给出满足条件的个数。
【样例输入】
2
41 1 96 288
95 1 37 1776

【样例输出】
6
2

【样例解释】
• 第一组数据，𝑥可以是 9、18、36、72、144、288，共有 6个。
• 第二组数据，𝑥可以是 48、1776，共有 2个。
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【例】Hankson的趣味题

• 算法 1：从 lcm(𝑐, 𝑥) = 𝑑可以得出 𝑥一定是 𝑑的约数。故我们可以用试除法
求出 𝑑的所有约数，逐一判断是否满足条件。

• 时间复杂度：O(𝑁
√

𝑑 log 𝑑)。
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练习

【例】Hankson的趣味题

• 算法 2：因为 𝑥是 𝑑的约数，所以 𝑥的质因子一定是 𝑑的质因子。对于 𝑑的
每一个质因子 𝑝，计算 𝑥可能包含多少个 𝑝。

• 具体内容见《算法竞赛进阶指南》P144。
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互质与欧拉函数

• ∀𝑎, 𝑏 ∈ N，若 gcd(𝑎, 𝑏) = 1，则称 𝑎, 𝑏互质。
• 欧拉函数：1 ∼ 𝑁 中与 𝑁 互质的数的个数称为欧拉函数，记为 𝜑(𝑁)。
• 算术基本定理中 𝑁 = 𝑝𝑐1

1 𝑝𝑐2
2 ⋯ 𝑝𝑐𝑚𝑚 ，则

𝜑(𝑁) = 𝑁 × 𝑝1 − 1
𝑝1

× 𝑝2 − 1
𝑝2

× ⋯ × 𝑝𝑚 − 1
𝑝𝑚

= 𝑁 × ∏
𝑝|𝑁

(1 − 1
𝑝)

• 根据公式，我们在分解质因数过程中，可以求出欧拉函数。
• 证明1：容斥原理。令 𝑁 = 𝑝1

𝑐1𝑝2
𝑐2，则 1 ∼ 𝑁 中 𝑝的倍数有

𝑝1, 2𝑝1, 3𝑝1, ⋯ , 𝑁
𝑝1

𝑝1个，𝑝2的倍数有 𝑝2, 2𝑝2, 3𝑝2, ⋯ , 𝑁
𝑝2

𝑝2个，如果排除这
𝑁
𝑝1

+ 𝑁
𝑝2
个与 𝑁 包含相同质因子的数，那么 𝑝1𝑝2的倍数被排除了 2次，需

要加回来。故，

𝜑(𝑁) = 𝑁 − 𝑁
𝑝1

− 𝑁
𝑝2

+ 𝑁
𝑝1𝑝2

= 𝑁(1 − 1
𝑝1

)(1 − 1
𝑝2

) = 𝑁 × 𝑝1 − 1
𝑝1

× 𝑝2 − 1
𝑝2

1自行了解。
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互质与欧拉函数

1 int phi(int n)
2 {
3 int ans = n;
4 for(int i = 2; i * i <= n; ++i)
5 {
6 // 不要写 ans=ans*(i‐1)/i; 因为可能运行时溢出
7 if(n % i == 0) ans = ans / i * (i ‐ 1);
8 while(n % i == 0) n /= i;
9 }
10 if(n > 1) ans = ans / n * (n ‐ 1);
11 return ans;
12 }
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欧拉函数性质

1 ∀𝑛 > 1, 1 ∼ 𝑛中与 𝑛互质的数的和为 𝑛 × 𝜑(𝑛)
2 。

2 若 𝑎, 𝑏互质，则 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)。
3 𝜑(𝑛) = 𝜑(

𝑚
∏
𝑖=1

𝑝𝑐𝑖
𝑖 ) =

𝑚
∏
𝑖=1

𝜑(𝑝𝑐𝑖
𝑖 )

4 设 𝑝为质数，若 𝑝|𝑛且 𝑝2|𝑛，则 𝜑(𝑛) = 𝜑(𝑛
𝑝 ) × 𝑝。

5 设 𝑝为质数，若 𝑝|𝑛且 𝑝2 ∤ 𝑛，则 𝜑(𝑛) = 𝜑(𝑛
𝑝 ) × (𝑝 − 1)。

6 𝑛的所有约数的欧拉函数和为 𝑛，∑
𝑑|𝑛

𝜑(𝑑) = 𝑛。
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欧拉函数性质证明2

1 因为 gcd(𝑛, 𝑥) = gcd(𝑛, 𝑛 − 𝑥)，所以与 𝑛互质的数是成对出现的而且它们
的和为 𝑛，故而得到性质¶。

2 令 𝑎 = 𝑝1
𝑐1𝑝2

𝑐2 ⋯ , 𝑏 = 𝑞1
𝑑1𝑞2

𝑑2 ⋯ (𝑝𝑖 ≠ 𝑞𝑗)，则
𝜑(𝑎𝑏) = 𝑎𝑏 𝑝1−1

𝑝1
𝑝2−1

𝑝2
⋯ 𝑞1−1

𝑞1
𝑞2−1

𝑞2 ⋯ = 𝑎𝑝1−1
𝑝1

𝑝2−1
𝑝2

⋯ 𝑏 𝑞1−1
𝑞1

𝑞2−1
𝑞2 ⋯ = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)

3 按照算数基本定理拆出的 𝑝𝑖
𝑐𝑖 必然互斥，那么按照性质·即可得证。

4 令 𝑁 = 𝑝1
𝑐1𝑝2

𝑐2 ⋯，则 𝑁
𝑝 = 𝑝1

𝑐1−1𝑝2
𝑐2 ⋯，那么 𝜑(𝑁) = 𝑁 𝑝1−1

𝑝1
𝑝2−1

𝑝2
⋯，

𝜑(𝑁) = 𝑁
𝑝

𝑝1−1
𝑝1

𝑝2−1
𝑝2

⋯，显然有 𝜑(𝑛) = 𝜑( 𝑛
𝑝1

) × 𝑝1。

5 令 𝑁 = 𝑝1𝑝2
𝑐2 ⋯，则 𝑁

𝑝 = 𝑝2
𝑐2 ⋯，那么 𝜑(𝑁) = 𝑁 𝑝1−1

𝑝1
𝑝2−1

𝑝2
⋯，

𝜑(𝑁) = 𝑁
𝑝

𝑝2−1
𝑝2

⋯，显然有 𝜑(𝑛) = 𝜑( 𝑛
𝑝1

) × (𝑝1 − 1)。

2自行了解。
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【例】最大公约数和

【题目描述】
给定一个整数 𝑛，求

𝑛
∑
𝑖=1

gcd(𝑖, 𝑛)

【输入格式】
第一行，包含一个正整数 𝑛(𝑛 ≤ 231 − 1)。
【输出格式】
一行一个整数，表示所求的答案。
【样例输入】
6

【样例输出】
15

【样例解释】
gcd(1, 6) = 1, gcd(2, 6) = 2, gcd(3, 6) = 3, gcd(4, 6) = 2, gcd(5, 6) = 1, gcd(6, 6) =
6，它们的和为 15。
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【例】最大公约数和

• 观察到，gcd(𝑖, 𝑛) = 1的数有 𝜑(𝑛)个，对答案的贡献为 1 × 𝜑(𝑛)。
• 如果 gcd(𝑖, 𝑛) = 2，那么有 gcd( 𝑖

2 , 𝑛
2 ) = 1，这样的数有 𝜑(𝑛

2 )个，对答案的
贡献为 2 × 𝜑(𝑛

2 )。
• 如果 gcd(𝑖, 𝑛) = 3，那么有 gcd( 𝑖

3 , 𝑛
3 ) = 1，这样的数有 𝜑(𝑛

3 )个，对答案的
贡献为 3 × 𝜑(𝑛

3 )。
• 依此类推，答案显然为∑

𝑘|𝑛
𝑘 × 𝜑(𝑛

𝑘 )。

• 枚举 𝑛的所有约数，按照上述公式累和即可。
• 时间复杂度：O(

√
𝑁 )。
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【例】可见的点

在一个平面直角坐标系内，以 (0, 0)为左下角、(𝑛, 𝑛)为右上角的矩形中，
除了 (0, 0)之外，每个坐标上都插着一个钉子。
求在原点 (0, 0)，能看到多少个钉子。一个钉子能被看到当且仅当它和原点

的连线上没有其他钉子。例如，点 (4, 2)就是不可见的，因为它与原点的连线会
通过点 (2, 1)；但是 (2, 3)是可见的。数据范围 1 ≤ 𝑛 ≤ 106。

29 / 34



约数

河南省实验中
学信息技术组

约数

约数集

算法基本定理推论

例题

约数个数与约数和

Sumdiv

余数之和

最大公约数

例题

Hankson的趣味题

互质与欧拉函
数

例题

最大公约数和

可见的点

练习

【例】可见的点

【输入格式】
第一行，包含一个正整数 𝑛。。
【输出格式】
一行一个整数，表示可见的点数。
【样例 1输入】
4

【样例 1输出】
13

【样例 2输入】
231

【样例 2输出】
32549
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【例】可见的点

• 除了 (1,0)、(0,1)、(1,1)这三个钉子之外，一个钉子要想被看到，当且仅当
1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑁, 𝑥 ≠ 𝑦并且 gcd(𝑥, 𝑦) = 1，即纵横坐标互质。

• 通过观察可以发现钉子关于 (0, 0) → (𝑁, 𝑁)对称，所以我们可以先考虑一
半，例如上半部分 1 ≤ 𝑥 < 𝑦 ≤ 𝑁。对于每个 2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑁，我们需要统计有
多少个 𝑥满足 1 ≤ 𝑥 < 𝑦并且 gcd(𝑥, 𝑦) = 1，这样的 𝑥的数量恰好是 𝜑(𝑦)。

• 所以答案就是 3 + 2 ×
𝑁
∑
𝑦=2

𝜑(𝑦)，问题就变成求 2 ∼ 𝑁 每个数的欧拉函数值。

• 利用埃氏筛和欧拉函数计算公式，可以在 O(𝑁 log log𝑁 )的时间内解决。
1 for(int i = 2; i <= n; ++i) phi[i] = i;
2 for(int i = 2; i <= n; ++i)
3 if(phi[i] == i) // i 是质数
4 for(int j = 1; j <= n / i; ++j)
5 phi[i * j] = phi[i * j] / i * (i ‐ 1);
6 s[1] = 0;
7 for(int i = 2; i <= n; ++i) s[i] = s[i ‐ 1] + phi[i];
8 cout << 3 + 2 * s[n];

31 / 34



约数

河南省实验中
学信息技术组

约数

约数集

算法基本定理推论

例题

约数个数与约数和

Sumdiv

余数之和

最大公约数

例题

Hankson的趣味题

互质与欧拉函
数

例题

最大公约数和

可见的点

练习

【例】可见的点

• 优化：利用线性筛法和欧拉函数性质在 O(𝑁 )的时间内得出 2 ∼ 𝑁 中每个
数的欧拉函数值。

• 欧拉函数性质 4和 5：
• 设 𝑝为质数，若 𝑝|𝑛且 𝑝2|𝑛，则 𝜑(𝑛) = 𝜑( 𝑛

𝑝 ) × 𝑝。
• 设 𝑝为质数，若 𝑝|𝑛且 𝑝2 ∤ 𝑛，则 𝜑(𝑛) = 𝜑( 𝑛

𝑝 ) × (𝑝 − 1)。
• 线性筛法中，每个数只会被其最小质因子 𝑝筛一次，我们可以在筛选时从

𝜑(𝑛
𝑝 )递推到 𝜑(𝑛)。
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【例】可见的点

1 int v[N], p[N], phi[N];
2 memset(v, 0, sizeof(v));
3 int m = 0;
4 for(int i = 2; i <= n; ++i)
5 {
6 if(v[i] == 0) v[i] = i, p[++m] = i, phi[i] = i ‐ 1;
7 for(int j = 1; j <= m; ++j)
8 {
9 if(v[i] < p[j]) break; // i 的最小质因子比 p[j] 小则 i*p[j] 被 v[i] 筛
10 if(i * p[j] > n) break; // 或者待筛数超出 n 的范围
11 v[i * p[j]] = p[j]; // p[j] 是合数 i*p[j] 的最小质因子
12 if(i % p[j] == 0) phi[i * p[j]] = phi[i] * p[j]; // 性质 4
13 else phi[i * p[j]] = phi[i] * (p[j] ‐ 1); // 性质 5
14 }
15 }
16 s[1] = 0;
17 for(int i = 2; i <= n; ++i) s[i] = s[i ‐ 1] + phi[i];
18 cout << 3 + 2 * s[n];
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